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P 6= NP ßáà�â)ã<äcå Ü;Û�æÅç;Ü;ÝÅè)Û�ç;ÝIÝ åué�å%ê f ∈ P̃ ë Ý ß ç ßè)ì�í:î'ÜÉï'î`ð å%êòñ�å²ó'â ï8î ñ'â ð�î å ï'Þ ñ'â.ô�ä ç�ÝÅçÉõ�ðsî ñ îuõ â è åuñ�ñ'â.ô ð å,ö î ñ ç à Þ�÷øõ�î ñ�ùã<åBú.û í:Ý â f−1 /∈ P̃ ßü â.é�åcý)å ÝÅçÉï8Þ�Ü�ÝÅè â)ß´þ �;��t;vux"|2v"�B�'�"��w2�A}:�"t;vu� Φ ÿ �sw"{����.�8r²x������j��r
A ÿ��ru�"w"{ �%��rc�2�$��|��¤}��${2�$���$�2�����!� � }�{��<�8���'|2� w$�8��w"t�v"w"{�wu������� ���`��z���|����

f(Φ, A) =

{
(Φ, 1|A|), 	�
 Φ[A] = True,

(Φ, 0|A|), ��
���������	���� �
��tB�'|á�"�y��w"~��'|¢w"�"{�r)v"|2vu���;v,�¢�s�`��z2��|��á�c���y��w"~��'|á�u�V��ru�:v"|¢x"��}�w,�'�:�����á|����ru�"w"{������ �'�1�"w"��x"��}�w)�'��|���w"�¤�sw"{����.�'����x"����|2t��'|�x

f−1(Φ, 1
z�w,��� x"wÅ}��${2�$���$�2�����
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y
§Ðwu~${�ru�2|����$��r2�
Ç �!r)���"���$�:¥��$� xut$�>{�rut$t;�Ãr,v"{2|�x�ru�;������w$�8��w"t�v"w"{2w"����|�� ���:�2z���|�|²|�}�{�w)���|��´z�w"��t�v"{2�`z��2|�|4�`w"t$��wux�ru����������r¹��| �!� ÿ }�w�t�� ���$t�v"xu�u�����$t�v"�����á£ �!r)�^�´�$tB�'|w"}�{��<�8���'�;��|2� �8w"}2�ut$z`ru�Avj|���wu�.§��

� � ÒÓÕ����ÓÏ����ÓÏ Ö�Ø Ö�� �"!cØ�Ç �"t���w"x"|�|�vu�$w"{2�$���GÈ
⇒
Ê��.ru���;��|2vu�^��r¹È

⇔
Ê�xá}�{��<���}�w,�'w.�^�;��|�|4���2vuw

f ÿ ���;t;v"��r,�4�
� t$w.�År)�'�;��|�� �:}�wut;v"{2w"�$����r,�j��r,��| ���`��z���|:�j��w.�^�;v �"�´vu�¢�'�;~$z�w�w"�"{�r ���B���r x"w�����w"~$| �¤vuw"��z`r �!�$#�w"��v"w"���*}�w"�:�2v"|2�^w%�'��w"t;vuw"{�w"�2���$�����`��z���|2|��2���Å�!rc��;v"t/�¤xÅz�w"{�{��;z2v"|�{2w"x"z��u�
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�� ÒÓÏ���Ï���Ï����ÓÏ Ö'Ø+*4Ø �á�`��z��2|2�

f : {0, 1}∗ → {0, 1}∗
��r,�$��x�ru��v"t/� âcäcñ'â Ü;Ý â.ùõ â.ñ�ñ ç ô £ ,.-0/ ù2143�5�687 -09;:=<>,.- û , 1�6 §����$tB�'|

• f
x"����|�tB�'|��Ãr^�.rÅ}�w,�'|2��w"��|�r)���"��w"�sx"{��;���*��r þ�? ÍA@%�

• ∀
Ç ? Í�B

A
∀k ∈ N

∃N
∀n > N

Pr{A(f(x), 1n) ∈ f−1(f(x))} <
1

nk
,

~Ì�8��x"�;{�w.�2v"�2w"t;vu�>�u�${���v"t/�*}�w^t����:��ru�������¡��|�tB�8ru����|�t;}�w,�'�,�$�"�;�����
A
�2|{�rux"�2w"���${��2w"��� {�rut;}�{��<�8���'�;��|�� }�wÅx ��w$�8�����Gt;v"{2w"z`ru�

x ∈ {0, 1}n �
C Õ�Ô�Ï�DÓÕ����ÓÏòÖ�Ø Ö�ØFE4ru����v"|����h�2vuw¤��rc�'|���|��

1n ��x,�;�'w"� �á|�z`r¤}�{2�B�8w"t�v)rux,���2�;v�$����x"w,�%��w.���2w"t;vu� �"wuv.���"�Y}��´v)r)v"�"t/�Vxu�;�8r,����x�r,v"�*���;���$t�v"�����j���`��z��2|�|4�ÓÇz:r,z`wu�Gt����:��ru�
A
��w.�^��v�t$ru��w"t;vuw.�2v"�B�'�"��w x"����|�tB�'|2vu�

n GIH t;��w����2vuw���v"wÅv)ruz4���ru}�{�|2���${4���;t��'| ���'|���r
f(x) ÿ |2��Jh�$z2vu|�x"��r)�¤���`��z��2|2�*wuv n

�
C Õ�Ô�Ï�DÓÕ����ÓÏ¡Ö�ØK*4ØMLs�2w"~Ì�!r>v)r,z�w"}�{2�B�8�B�N�$���2����w$�8��w"t�v"w"{�wu����|������`��z��2|�|���rc��%��x�ru�Av¡Ü;î�ï'Þ ñ'â w$�8��wut;v"wu{�w"����|2��|Ë���`��z���|:����|4� ? �¦t���w"x"w¤ÈÉt;|:�'�"�2w,Ê �u�%�8�$�w"}2�"t;z`r,v"���
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f
{�r,�${��;¥á|2v"�|2t$}�w,���u�%w"x"r,v"�yt����`��ru�2��������|2t��8r �Ã|2�$���$��|:v"t/�Ë��|G}�w"�:�2v"|2�u�Ã�u�%�8�;v �'|Ët;� ���B�t�v"x"wux�ru��|��st�v)ru{���� � � 
 �$z2x"|�x�r)���$�2vu��w�t�� �á�$t�v"x"w"x"ru��|�� ��w"x"��� � � 
"GÇ´r,{�|�ru�2vu� �

f
��w.�^��v��"�´v"��xu����|�tB�'|��Ãr�x"t$�;~Ì�!r¶}�{�r,x"|:�'�"�2w����2w��'|2¥��¶�%r

â�� î äcå ç ð â ç }�w,��|���w"��|�rc�'�"��w"�>x"{��;����£���� �
	 ��� � � §B�	��|��"w��^� f
��wc���;v¶�u�´v"�xu����|�t���|��Ãr t�z�w"��t�v)ru�2vu��w"��wu¥á|��"z�w"�V£�
 ��� 
���� � ����� §��

� � ÒÓÕ����ÓÏ �s�ÓÏWÖ�Ø��	Ø1q¹v"w¶�,�.�'�;vc�ø�;t��'| {�rut$t;�Ãr,v"{�|2x�r,v"����|2¥��¤�8��v"�;{���|���|�{2w,�x"ru�������
A
��z`ruz*�u�%�'��v t$w"wuvu��w"t;|2v"�"t/�¤}�w"�:�2v"|:�¤w$�8�2w"t;vuw"{�w"���2| �¤�s�`��z2��|�� G

� � ÒÓÕ����ÓÏ �s�ÓÏyÖ�Ø��hØ�� �$tB�'|
f
|:��|

A
�:|:�'|jwu��r �u�%�'��vÅ}�wut��'�<�8w"x�r,vu���'�u��w"t;vu�"�t��"�$���Ãv"w�|2�%���;��|2vut/�Ë�'|Ë�2v"w,� v"w G �Lx�}�{��<�8}�w,��wc���$��|2� � �`}�{�r,� ���$�2|�� C � � |C � � G

� � ÒÓÕ����ÓÏ �s�ÓÏ Ö�Ø��}���b!.Ø�q¹v"w��u�%�8�;vc�
�$t���|
x
�u�%�8��v�{�rut$}2{��B�8�B�'�$�2w¤��r

{0, 1}n�2�¢{�rux"��w"���;{���w��'r^|���rc�2�j£6��wÅx"����|�tB�'|���wÅ�.rÅ}�w,�'|��2w"��|�r)�'�u��w"�sx"{��;���'§ G
¨¢©�� � »�Á »! *·�¸¹¼ ¾ ³�µ�­�³ ·�¸¹³¢º*³¢­�­�° ¿ ( «�­�®�¯�°" 

? ��w"~$w1z�w"���s��rc�8w�¥�|2�¢{2w"x�r,vu� ÿ �%��r.��|:vc�,z`r,�^�8w"���s�2��� ��r�t$x"w.�¢t$w"�ut;v"xu�$����r)�w$�8�2w"t;vuw"{�w"���:�2�¤�s�`��z2��|2�$#

 � ÒÓÏ���Ï���Ï �s�ÓÏjÖ�Ø��	Ø&%�ç ðsç ô Ü�ÝÅè â�â.äcñ'â Ü�Ý â õ â.ñ�ñ î('*)�Û ñ�é,+ î ô £ ,.-0/ ù2143�5x687 -09;: <>,.-
6b3.- <0/ 5.û , 121 § ÿ �;v"w¹�8��v"�${2��|���|�{�wux�ru������� }2w,�'|���wu��|�r)�'�"�2��� }�w¢x"{��;���$��| r)���~;w"{�|2vu�

G
��z�wuvuw"{����*}�wÅx ��w$�'�u��t$w"t�v"w.� �á�$����|2�

1n |y£6t����`��ru�2��w"�*t;v"{2w"z�|'§ rg

�~;�$���;{�|�{2�u�;v
e
|

s ÿ �8x"�s�u�.�'�;x"� t��"�$�����'�.rc�!r,����|2� ���`��z���|2|
• e : {0, 1}n → {0, 1}ε(n) £ ���23 ��4(5 
�� ��ÿ t;w"�"t;vux"�$�2��w�w$�8��w"t�v"w"{�wu���2�2�Å���`��z:���|2�'§B�
• s : {0, 1}σ(n) → {0, 1}n £ � �.6 57������ÿ }�w�£6t����`��ru�2��w"�'§�t�v"{�w"z�� rs

~$�;���${�|`�{2�"��v�x �"w$�����������`��z��2|�|
e
§B�

}2{�|����;�
∀
Ç ? Í A

∀k ∈ N

∃N
∀n > N

Pr{A(e(x), 1n, e, s) ∈ f−1(f(x))} <
1

nk
,
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~Ì�8�
G(1n, rg) = (e, s)

�
s(rs) = x

�xu�${�w.�2vu��w"t�v"�G�u�${���v"t/�W}2w¡tB���`��ru���2��� ��|�tB�8ru����|�t;}�w,�'�u�;�"�;�����
A
��|ò}�w£Ù{�ruxu��w"���${2��wÅ{�rut$}2{��B�8�B�N�$�2����� §

rg

|
rs

�
? wuv"|�x"ru��|2����������r)�'|2��|2� s

t��'�<�'� �^r,� �
e
���^w"�.�:�.ru��r �"�´v"��w$�8��w"t�v"w"{2w"�:����$� xut$�Ð�'���

s
xu���"{�rut;��x�ru�;v²|2�¶w"�)�8rut;vu|�w"}�{��<�8�����$��|2�

e
ÈÉ}�{2w"t;vu����Ê*v"w"�2z�|4�ÇÐ�;�'wu� ��|�z

A
}�w)���`��ru�;v

s
��ráx ��w$�8�u��v)r,z*z`ruz t$ru�Ãr�w$�8��w"t�v"w"{2w"���2�:���s�`��z2��|2��8w,��� ��r^�"�´v"�>���B�'|�z�w"�G|:�%x"�;t;v"��r�}2�`�,�'|�z��,�

� � ÒÓÕ����ÓÏ����ÓÏ Ö�Ø�� ���b!cØ � �2��� ��wÅ��|¤}��;{��B�8rux�r,vu� xu���'w"� �á|�z2�
s G� � ÒÓÕ����ÓÏ����ÓÏ Ö�Ø��
Ø�Ç���}�w,����|2v"�>�`}�{�r,� ���$�2|2� C � C
	8C ���s�����*t$�;���$��t�v"x��

� z`r,�$��x�ru�;vut/�4�:�2v"w � � 
 | � ��
 t�� �á�$t�v"xu�`�1v>|:��|j����t�� ���$t�v"xu�`�Av w$�8�2w"x"{��B����$����w2�
Î�Ï�Ñ8ÒÓÏ�Ô�Õ�Ö�Ø+*	Ø

∃f � â.ä)ñ'â Ü�Ý â õ âcñ�ñ`ê`ê )�Û ñ�é,+ î ê ⇔ ∃G � 9;ç ðsç ô Ü;ÝÅè â�â.äcñ'â.ùÜ;Ý â õ â.ñ�ñ î(' )�Û ñ�é,+ î ô8ßü âcé�åcý)å ÝÅçÉï'Þ�Ü;ÝÅè â)ß È ⇒ Ê/� #�w"t;vu{�w"|���}�w f
t;�$���$�2t;v"xuw t��'�<�'�`����|2�½w"�u{�r,�%wu���

#sw)���`��r,�
1n | rg

��}2{�w
rg

�.ru�"��x"ru�$���`rs}�w
n
t;vu{�w"|��

e
z`ruzjt����;���"�`z�wuv"w"{�r,�jwuv)�{�r,�Åru��v>{��;�;�c���cv)r)v {�ru�"w,v"�W�Ãr,¥á|����WÍ��"�1{�|���~Br:�8xu����|�t��������á�$�

f
����rÅx ��w$�8����'|����

n
£Ùt;����z2�`{�t�}�{�w,¥ �'w"~;wËt;�$���;t;v"{�r�§��AÇ z`r.���$t�v"x"�

s
xuwu�%�"� �;��v"w.�Å�'���t;v"xu�$���2�`� ���:�2z���|��

s(x) = x
�

��tB�'|^}�w,���`��|2xu¥��;�$t/� ÿ ����t$�$���;��t;vux"wsw$�8��w"t�v"w"{�wu����| ���s�`��z2��|��4�uvuw¹t;� �á���t;v"x,�"�;v¤�$~;w�xu�;�'wu� ��|�z
A
� �sw v"w"~Ì�!r�|����;�;v"t/��| xu���'w"� ��|2z

A′ ����� |�t��"w$�8��w"�
� � 
 f

���:v"w"�"� x"�´�%x�r)v"�
A
����ru�W£6xá�8w"}�w,�����$��|2� z

1n |�t$w"�ut;v"xu�$����w f(x)
§Ðv"{2����u�"��v"t/�

e
£Ù���Ë�$~;w v"w)�'�"z�w �:v"w¢}�w"t;vu{�w"|:��|�}�w

n
§�|

s
£ v"{�|�xu|�r)�'�"�2wát;vu{�w.� �á�$�$t/�}�w

n
§�� �¢r x ��w$�

A
}�w$�!r���v"t/� xávuw"����wut;v"|

f(x)
�����j{�rux"��w"���;{���w�{�rut$}�{2�B�8�B�N�$�:���w"~$w

x ∈ {0, 1}n �	| {��;�;�c���cv)r)v¶v"{��;�u�"��v"t/�V{�w"x"��w�v"w,v*���u�	�2vuw¤| v"{��;�"w"x�rc�'t/������ � ��
 �È
⇐
Ê/�_#�w"t�v"{�wu|��

f
}�w

G
�
f
�'���'|2v���t;x"w"�áx ��w$� ��r

ν
�
rg

|
rs

£6x¹t$wuwuv"x"��v"t�v"x"|�|tsÈÉ}2w,�'w.�^�$�2������|:Êát$w"~��8r,t$��w
G
���'|2��ru��|¤�����

rs

|
rg

��r>���'|2���
n = |ν|

§A|¶|�.ru}2�ut$z`ru��v
e(s(rs))

£Ù~Ì�'�
G(1n, rg) = (e, s)

§���|2vuw"~$w2�
f(ν, rg, rs) = (e(s(rs)), e, s).#�{��<�8}�w,��wc� |������:v"w>}�w,���`��|:�'rut$�>����w$�8��w"t�v"w"{2w"���2�:�¤���`��z��2|2�4��vc� �u�

f
��w,��Ãru�;vut/�y��r��2�$z�wuv"wu{�w"�Å}�w,�'|2��w"��|�r)���"��w"�¶�8w,�'�,� ��w v"w"~Ì�!r�| |�t���w$�8�2w"� t;�$���;�:�t;v"xuw²��w.����w�xu���'w"�Ãr,vu�Vv"�;� ���¤t$ru������xu�;��w"� ��|�z�w"� �Ðt;vu{�w"z�|

rg

|
rs

{�rutB�}�{��B�'���'�;������z`ruz�| }�w,�'w.�^�;��w��2{�rux"��w"���;{���w��`v)ruz�z`ruz��;v"wÅ��r,t;v"|�x �"w$�!r �����
f
�

�uP�RTSURTVXWYV.Z�[TR]\�^XV_Z8`XRba
��� `XW��8�.R&\pZ���ZYR][u�.^oVXR	j_Ru�_^Xl;[>n������X`.Z
�YV.RTVX^XR� ba !#"
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}2�${�x"���
n
�"|2vuw"xj��r>}�{�w"|2t���w$�'� �á�$�Å��� x,�'|2�2�1vc�8|¶{�rut;}�{��B�'���'�;��� wu��|�v)ruz2���{�rux"��w"���;{���w �:��r�x �"w%�¤x,�;�'w"� �á|�z2� }2w%�8r��;vut/��}�{�|�x"���2��w"���$����{�rut;}�{��B�'���'�;��|��

e(s(rs))
x"���;t;v"��t

e
|

s
� � �8w)���V�,�.�'�;v�}�w)��}�{������2�$����}�w,�'|2��w"��|�r)���"��r2�hv)ruzz`ruz

n + |rs(n)| + |rg(n)|
w"~;{�ru��|2���$��w>}�w,��|���w"��w"�Ëwuv

n
�

� � ÒÓÕ����ÓÏ �s�ÓÏ Ö�Ø � ���b!cØÐq¹v"w��8���8r)v"�>tsvu�$���'�2vuw xá�8w"z`r,�%r,v"�B�'�"t�v"x"�¢v"�$wu{��$���x ��w$�8��r,�*t�v"{�w"z`r������
f
��wc���;v�ÈÉ���s{�r,���8�B�'|2vu�"t/�:Ê¢��r

ν
�
rg
|

rs GC Õ�Ô�Ï�D�Õ����ÓÏ�Ö�Ø �4ØÓÇy}2{�|�����|2}�����w.� ��w1wu}�{��B�'���'|2vu��w$�8��w"t�v"w"{�wu����|��´���`��z��2|�|z`ruz¤����w"~;w"}�ru{�r,���;v"{2|����$t;z�|��^���`��z���|2|4�!Í�w"~Ì�!rÅ��w.����w>�"���'w>�"�W�2��È �8���'|:v"�,Êw$�8�:� t;vu{�w"z2�*��r�v"{2|4�8rÅt;}�w"z�w"���2w {�r,t$t;v)r,x"|2v"� �.ru}2�:v"���¢���;�^�'�
ν
�
rg

|
rs

�
� � ÒÓÕ����ÓÏ �s�ÓÏ�Ö�Ø��4Ø	q¹v"w�}�{�w"|:�%w"�`�N�;vc�c�$tB�'| wu~${�ru�2|���|2vu�"t/�

e : {0, 1}n → {0, 1}n|`�'|4����ruwu�"w"{�wuvc��{�r,�%{���¥�|2vu���
e : {0, 1}p(n) → {0, 1}p(n) G

� � ÒÓÕ����ÓÏ �s�ÓÏ½Ö�ØÙÖ	�	Ø�
�{�rux"��|2vu�Ëwu}�{��B�'���'�;��|���w%�'��w"t;vuw"{�w"�2���$� �s�`��z2��|�| twu}�{��B�'���'�;��|��$��|:� z`ruz�w"�`����|��,�.�'� z��2|�~$| �
� |¤}2w"�2�2vu�����$z2x"|�x�r)���$�2vu��� �'|*w"��|4�
¨¢©�� �×Â�¾�� ³ ³�µ�­�³á·�¸�³ º�³¢­*­�°�»)( «�­�®�¯�°*°

? wc� ��wÅw"tB�8ru�"|2vu� wu}�{��B�'���'�;��|��áw$�8�2w"t;vuw"{�w"���2�$�����`��z��2|�|4�

 � ÒÓÏ���Ï���Ï �s�ÓÏ¶Ö�Ø��ÓØ �á�:�2z���|2�

f : {0, 1}∗ → {0, 1}∗ ÿ t��'ru�"w�w$�8��w"t�v"w"{2w"���2�:����`��z��2|2�4�'�$tB�'|
• f

x"����|�tB�'|��Ãr>�%r^}�w,�'|��2w"��|�r)�'�u��w"�sx"{��;���¤��r þ ? ÍÐ�
• ∃k ∈ N

∀
Ç ? Í��

∃N
∀n > N

Pr{A(f(x), 1n) ∈ f−1(f(x))} < 1 −
1

nk
,

~Ì�8��x"�${2wc�:v"��wut;v"�>�"�;{��;vut/��}�w^t����`��r,�������G�2|�t��8r,���2|�t;}�w,�'�u�;�"�;�����
A
�:|{�rux"��wu���${���wu��� {�rut;}�{��B�'���'�;��|��Y}2w x �"w$�8�����Gt�v"{�wuz:r,�

x ∈ {0, 1}n �
� z`r,�%��x"ru�;vut/�4�u�:v"w1v)r,z`wu��w"tB�8ru�,�'�;��|�� ��|�z`ruz ���Ðx)�'|2����v¹��r�t;� �á�$t;vux"w"x�r,��|��w$�8�2w"t;vuw"{�w"���2�$�����`��z��2|�|4�

ÎÐÏ`Ñ'ÒÓÏ�Ô�Õ Ö�Ø �4Ø
∃fw � ÜÉï å��)â â.äcñ'â Ü�Ý â õ â.ñ�ñ`ê:ê )�Û ñ�é,+ î ê ⇔ ∃fs � Ü;î�ï'Þ ñ'ââ.äcñ'â Ü;Ý â õ â.ñ�ñ`ê`ê )�Û ñ�é,+ î ê!ß

�uP�R]S4RTV.W�V.ZY[uR]\�^.V.Z8`XRba
������� m��XVX^Xt]R! �W8��j_`.RT�#"�ZU^_\�RTVXVXWYl Z$� aO&%�'��X`X^_\�RT`X�b��(*)#+�)-,*.0/1)#23+�41576��98;:=<#>�?A@=BDCE:=>GF!:
HJILK�M3N�BO:QP0KQ@7NSRTM a
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ü âcé�åcý)å ÝÅçÉï'Þ�Ü;ÝÅè â)ß È ⇐ Ê/�2Í�{�|�xu|�r)�'�"�2w��È
⇒
Ê/��#�w"t;vu{�w"|��

fs(x1, x2, . . . , xm) = (fw(x1), fw(x2), . . . , fw(xm)),

~Ì�8�
m = m(n)

�2}2w,�'|���wu�
m(n)

���òwu}�{��B�'���'|��¡}�wu�;�^�^£6t��`���;vuw"�
kw

�2w"}2{��B�8�B������ ���$~;w^È����$wu�"{�r,vu|����`�AÊ¹�8w,���
1/nkw

�����
fw

§��
#�{��<�8}�w,��wc� |����Ã�2vuwyt�� �á�$t�v"xu�`�1v

As

|
ks

��v)ruz�|��,�Ð�2vuw
As

w"�"{�r ��ru�;v
fs��wuv.�¤�"� t¢x"�;{�w.�2v"�2w"t;vu�"�

1/nks
�N#�w"t�v"{�w"|2�

A′
w

��w"�"{�r �^ru� ��|��
fw
��rÅt;vu{�w"z��

y
�:t��'�<�'�`����|2� w"�"{�r)�%w"� �`������z`r,�^�8w"~$w

1 ≤ j ≤ m
w"��}�w"{�w.�^�!ru��v

x1, . . . , xmt����`��ru�2����� w"�"{�r,�%w"�¡|��.ru}2�ut$z`ru��v
As(fw(x1), . . . , fw(xj−1), y, fw(xj+1), . . . , fw(xm)).

�ÃtB�'|
As

�"wuv.���u�������¤w$�8�2w"~$w^�%��rc�2�$��|2�
j
t;{�ru�"w,v)ru�;v>�"t;}��;¥á��w���v"w>��� }2w,�������|��G�B�'�$���;�2v

f−1(y)
£6��� �$~;wÅ���$~$z�w>{�rut;}�wu�%��ru�$���'}�{�|2���$��|�x

f
§B�

��rut$t;��wuv"{2|��
Sn = {x ∈ {0, 1}n| Pr{A′

w(fw(x), 1n) ∈ f−1
w (fw(x))} >

n

a(n)
},

~Ì�8������w"~;w"�:�'�;�
a
���Ëwu}�{��B�'���'|��y}�wu�B�8���$�,� ���$�sw"{��Ãr)���"��w�~$wux"w"{��4�

Sn � ð ñ'â.ù
� ç;Ü;ÝÅè â ÝÅç ' x û¹ñ�å¤é�â Ý â õ�ì�' A′

w ä,â Ü�Ý å Ý â í ñ'â Û�Ü ó ç ö ç ñ � � 5���	 � ��	 }2w"�2�2vu��w�'|2¥��2���2v"w w"�²�ut$}���¥��;�Gx�t${2�B�8���;�Y}�w�xut$�$� x"wu�$��w.�������
x ÿ ��r¶z`ruz�| �`� v"w� z�w"��z2{��;vu�������

x
t$z�w,�'�uz`w��;~$w����^}�w"x,v"w"{����
�4�"t$}2� ��r����á�8w"�u� �;¥á�"t/� �	rj��� �"�

��wuvu���'|^}�wuxuv"w"{2�$��|2�2��|��`x"���'|2��|2v"��xu�${�w.�2vu��w"t�v"�¹�"t;}�� ��r ÿ }�w"x,v"w"{��;�������^����w)�~$w"z�{�r,v"��w
A′

w

|¤�u�%�8��v���r,¥�|��Ëxu�;��w"� ��|�z�w"�
Aw

�ÇÐ�${�w.�2vu��w"t�v"���ut$}�� ��r
A′

w

��}2w"xuv"wu{��$���2w"~$w
a(n)

{�r,� �
Pr{Aw(fw(x), 1n)} ≥ Pr{x ∈ Sn} × Pr{Aw(fw(x), 1n)| x ∈ Sn}.

#�{�r,x"����t$w"���2wc� |2vu���'� �'�$~;z�w*wu���$��|:v"���	x"�;{�w.�2vu��w"t;vu�¤w$�8�2w"�����;�%�!r.��|
A′

w����� v)ruz�w"~;w
x ÿ ��v"w 1 − n

a(n)

�'r^}�wut��'�
a(n)

}�w"xuvuw"{��$�2|�� ÿ
((

1 −
1

a(n)/n

)a(n)/n
)n

∼
1

en
.

#swuz:r)�^�$���:�2v"w
Pr{x ∈ Sn} ≥ 1− n

m
ÿ vuw"~Ì�!r2��x,�$��x �'w"t;v)r,vuw"����w>�"��t�v"{�w>{�rutB�vu� ��|�������w"~;w"�:�'�;�

m
�4��� t;��w.�^�$��xu���'w"�Ãr,vu�

fw

t^x"�;{�w.�2vu��w"t;vu�"�á�	�uw,�'�u¥á�$��'���"wu� ��ru}��;{��B�¤�.r.�!ru����wu�j�'w,�'| x"|`�8r
1− 1

nkw

�2�2vuw>}2{�wuv"|2x"w"{��;��|2v w"}�{��<�8���'�B���|��×t��8r,�"wÅw%�'��w"t;vuw"{�w"�2���$�¤�s�`��z2��|�|4�
#¹�ut;v"�2����ru}�{�w,v"|�x��

Pr{x ∈ Sn} < 1− n
m

� � ���$�2|��Ëxu�${�w.�2vu��w"t�v"�Å�"t$}2� ��r
Ast$x"�;{ �`�*}�w �¢wu{����.�'� }2w,�'��w"�¤x"�${2wc�:v"��wut;v"|
�
{�r,�B�8����|�x>�8x�rÅt����:��r,� �8t${��<�8|¶�;~$w

m
ru{�~��`���$�2vuw"x�x"t;�sw"z`r,�.r)��|�t$�>|2�

Sn ÿ |:�'|��^�s���sx"t$� G
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Ç }2�${�x"wu� t����`��r,��x"�${2wc�:v"��wut;v"� t;w"�"�´vu|2� ÿ �;v"w
((

1 − 1
m/n

)m/n
)n

∼ 1
en

�
|¶�!r,���>wu���$��|2x £6�ut��'wux"�2�`��§�x"�${2wc�:v"��wut;v"�¤�"t$}2� ��r¶x*�;vuw"�WtB���`��ru�>�B�8|��2|����$�
���� }�w,���`��|����;z�t$}�w"�2�$����|�r)�'�"��w �Ãrc�'�$���uz`wu�¤tB�8ru~Bru�;��w"�u� �sru}�{�wuvu|�x�� x"w�xuv"w,�{2w"� t����`��ru���Ãrc�8rVx"�;{�w.�2v"�2w"t;vu�¡�ut$}�� ��r2� þ w"t�v)r,v"w"�2��w w"���$�2|2v"� �;v,� x"�;{�w.�2v)��2w"t;vu�^}�{�|j�"tB�'w"x"|2|4���2vuw^}��${�xu����ru{�~;�`���;�2v ÿ ���¹|:� Sn

£6t��8r,~Bru�$��w"������� x"t;� �r,{�~;�`���$�:v"w"x �u�%�8�;v {�r,�$x"�s�2v"w^�'|2¥á� x
m
{�r,�¢�"w,�'�u¥á�.§B�

� v)ráxu�${�w.�2vu��w"t�v"� ÿ ���A�"w,�'�,¥��u�����;�Vx"�;{�w.�2vu��w"t;vu�á�"t;}�� ��r A′
w

x¢�;vuw"�²tB�������ru�u�8v)ruz�z`ruz¤�����
j = 1

rc�'~$w"{2|2v"�
A′

w

t�}��;{�x"���òru{�~��:���;�2v"wu�
f(x)

z`ruz�{�r)��%ru}2�ut;v"|:v
As

��r �;vuw"�
f(x)

�Y#�w w"}�{2�B�8�B�'�$��|2� ���2wc���$t;vux�r
Sn

�;v)r x"�;{�w.�2v)��2w"t;vu� ÿ �2���"w,���u¥�� n
a(n)

� Ç����"{�rux
a(n) = 2mn1+ks

� }�w,���:�2|����Ð�:v"wVwu���^r,�
xu�${�w.�2vu��w"t�v"���ut$}�� ��r

As ÿ ���>�"w,�'�u¥á� nm
a(n)

+ 1
eΩ(n)

� � vuw¶���$���,¥��u�Ó���;�
1/nks�������"w,���u¥�| �

n
� vc� �,�´}�{�wuvu|�x"��|2z

As

x"w"xut$�¶����w"�"{�r ��ru�;v
fs

t��%r,��x)�'�$���2w"�xu�${�w.�2vu��w"t�v"�"� �0#�{�wuvu|�x"w"{2�$��|��,�
C Õ�Ô�Ï�D�Õ����ÓÏ¡Ö'Ø��hØ ? � �"���'|*x"���2���Å�'�$��� {�r)���'��v"� x ��w$��x }�w)�'|���w"��|�r)�'�"��wu��2|�t��'wV{�r,�¶|
�Ðxy��rut;vu��w"t�v"|4���$��r.��|2vu���'�"�2w �`x"�B�'|���|:v"�

N
�Ðt¤z`w,v"w"{�wu~$w ��r,¥�r���`��z��2|2����rc� �;� ��r2� ? wc� ��w¢}�w"t�vu�`}�|2vu�^~$w"{�r)���8w �$z�w"��w"���2�$�^£6���G��v"wá|:�$�`��|����rÅt;�$��|���ru{��.§B�

� � ÒÓÕ����ÓÏ �s�ÓÏ�Ö�Ø Ö'Ö � �2�"!cØ ? w.� ��wy�'|�}2�${��;���$t�v"|ò�;vu�Ëv"�;w"{��$���G��r²t����:��ru�
� ��
4G
� � ÒÓÕ����ÓÏ �s�ÓÏ Ö�ØÙÖ * � � @ !.Ø

fs

}�w,���`��|`�8rut$��w"}2{��B�8�B�N�$�2��w"� ��r>�8w"xuw,�'�"��w�{��B���z�w"�Ë����w.�^�$t�v"x"�,� �¢r,z*�u�´v"�>t$w>x ��w$�!ru��|j���'|2�����'wuv%�'|����2w"�����
mn G
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