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¨ª©$« ¬U­¢®�¯�°�¯±­³²µ´ ¶ ·�¯�®¸·º¹»²µ·�¼¸·¢®¸®*°¸½[¾r¿�®¸À¸Á¸°¸°
ÂµÃ�Ä;Å"Æ

◦ Ç"È"Ç�É$Ê�Ë.Ì�Ë�Í Å Î Ç"Ê Î Ë Å Í$Ê�Ë�Ï2Ð�Ñ Ä�Å"Ò Ç Î4Ó
• f(x◦y) = x ·y Ô ÄBÕ Ç.Ö�Ê2Ç Ò Ë Ä$ÎxÕ Ë{×8ØÚÙ�Ë Å"Æ × Õ Ð�Ê�Ê2ØÚÍ1Ì�Ð Ä�Õ Ë³Ê�ËÜÛÝÊ�Ç.Ö�Ð Å Í Õ ÐÔÞÇ Ä Ç"È"Í$Ê2Ê�ÇªÊ�Ë�ß�à Ò Ç Ä;Å Ø�á�ÛÝÊ2Ç{Ö Ð Å Í Õ�â�ã�ã�ä
• f(x1 ◦ x2 ◦ . . . ◦ xn ◦ I) = (x1 ◦ x2 ◦ . . . ◦ xn

∑

i∈I xi)
ä2å ×'Í I ⊆ {1, . . . , n}ÔÞæ Å Ç³ç�èêé Å�Ò2Ã ×8Ê�Ë â É%Ë{×!Ë.Ì�ËÜë:ì�íÚë2îÝïGë2ìµð�ñ�ÙÜÊ�Í Î Ç Å Ç Ò Ç�Û Ä ÛÝØ Ä�Õ Í ä É.Ë{×8Ë{Ì�ËÇ Ò Ñ Î É%Ë Î Í�òLÊ Ã Ö�Ê�ÇóÇ�à Ò ÍB×'Í Õ Ð Å�Æ�ä	Î Ë Î Ð�ÛÝÐôæ Õ Í$ÛÝÍ;Ê Å Ë�ÛÝÐbÐ:ÉvÉ.Ë{×!Ë,Ê�Ê�Ç å ÇÊ�Ë�È"Ç Ò ËªÊ�Ë�È"Ð Ò Ë,Í Å"Ä/â É.Ë.×!Ë�Ê�Ê�Ë â¸Ä;Ã ÛÝÛõË ã�Ó

¨ª©/¨ ör®¸°¸¶¢½Ú¼÷¹�­Üø÷ù¢®÷­Üú ·Ú¯û®¸·�¹�²µ·¢¼¸·�®¸®óú ú ¾r¿�®¸À¸Á¸°¸ú
üvý�þ ÿ��Ýÿ���ÿ���� ÿ	��

��
�� Õ�å Ç Ò Ð Å Û A Ù�É Õ Ë�ÛÝØÚÙ�Ë�Í Å��ÜÃ Ê Î Ï�Ð�Ñ G

Ä Ù"Í Ò Ç â2Å Ê�Ç Ä;Å�Æ Ñ
q(n)

ä Í Ä�Õ Ð × Õ�â È"Í Ä$Î Ç"Ê�Í;Ì�Ê�Ç��÷à�Ç ÄBÕ ÍB×8Ç�Ù�Ë Å Í Õ'Æ Ê�Ç Ä;Å Ð¸× Õ Ð�Ê ni

Pr
|x|=ni

{G(A(G(x))) = x} ≥ q(ni).
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F ⇒ G Ô Ä Ð Õ'Æ Ê�Ø ��Ù�É Õ Ç"Û�� �ÜÃ Ê Î Ï�Ð�Ð F

Ä Ù"Ç$×8Ð Å�Ä/â�Î�Ä Ð Õ'Æ éÊ�Ç"Û Ã Ù�É Õ Ç"Û Ã �ÜÃ Ê Î Ï2Ð�Ð G
ãBä Í Ä�Õ Ð

∃T · ∀p′ ∃p :

A Ù�É Õ Ë�ÛÝØÚÙ�Ë�Í Å G
Ä Ù"Í Ò Ç â:Å Ê�Ç Ä�Å"Æ Ñ 1 −

1

p(n)
⇒

T A Ù�É Õ Ë�ÛÝØÚÙ�Ë�Í Å F
Ä Ù"Í Ò Ç â2Å Ê�Ç Ä;Å�Æ Ñ 1 −

1

p′(n)
.

� ×8Í Ä;Æ T ò_à2Ç Õ Ð�Ê�Ç�ÛÝÐ�Ë Õ'Æ Ê2Ø �kÙ"Í Ò Ç â:Å Ê�Ç Ä;Å Ê2Ø � Ë Õ'å Ç Ò Ð Å Û ä A Ð Ä à�Ç Õ'Æ É Ã Í Å�Ä/âÎ Ë ÎG�,���8�����v�'�)���v���! Ç Ò Ë Î2Ã.Õ ÔÞÍ å Ç Ä�Õ�Ã Ì�Ë��2Ê�ØÚÍ�È"Ð Å Ø Ã Ì�Ð Å ØÚÙ�Ë�Ñ Å"Ä/â à Ò Ð É.Ë{éà Ã"Ä;Î Í T A
ãBä

p(n) Ð p′(n) òªÛÝÊ�Ç å Ç"Ì Õ Í;Ê�Ø Ô6à�Ç Õ Ç.Ö Ð Å Í Õ'Æ Ê�ØÚÍ¢à Ò Ð n ≥ 1
ãBÓ

üªý�þ ÿ��Ýÿ���ÿ � � ÿ ��
#" 
�$ Ã Ê Î Ï�Ð â G
ä Ù�ØÚÌ�Ð Ä�Õ Ð�ÛõË â É.Ë�à�Ç Õ Ð�Ê�Ç"ÛÝÐ�Ë Õ'Æ Ê�Ç�ÍÜÙ Ò Í$Û â
äÊ�Ë,É%ØÚÙ"Ë�Í Å�Ä/â>Ã Ê�Ð2Ù"Í Ò�Ä Ë Õ'Æ Ê2Ç���% ÄBÕ Ë�È"Ç��'&�(
)+* ä Í Ä�Õ Ðv× Õ�â�Õ Ñ�È"Ç�� �³Ã Ê Î Ï�Ð�Ð F

ä Ù�Ø�éÌ�Ð Ä�Õ Ð�ÛÝÇ��¸É.Ëªà�Ç Õ Ð�Ê2Ç"ÛÝÐ�Ë Õ'Æ Ê�Ç"Í³Ù Ò Í;Û â4ä F ⇒ G
Ó

, Ì�Í;Ù"Ðx×8Ê2Ç ä Ì Å Ç>Í ÄBÕ Ð Ä;Ã.- Í Ä;Å Ù Ã Í Å¸Ä�Õ Ë,È�Ë â &/(
) ä�Å Ç Ã Ê�Ð2Ù"Í Ò�Ä Ë Õ'Æ Ê�Ë â�ÄBÕ Ë�È�Ë â
&�(
)�×8Í � Ä;Å Ù�Ð Å Í Õ'Æ Ê�Ç â Ù Õ�â Í Å"Ä/â*ÄBÕ Ë�È"Ç��0&/(
) Ó
1 ÿ.28þ ÿ.3�4 ��

��
�5 ¡��;�v�

U(M, x) = (M, M(x)) 6 ¦B§)� M 7 �.���'� �,���'�
8³�:9v����� 6
x 7 �<;'�.§ª§;�=�?>)�ª�/ @8³�:9v����� 6 M(x) 7 �A�B;8�.§C8Ü�D9v�����W���>�<;'�{§)� x 6 �D�'���:��88¢�.§)� �8�D�'¡���8E8��Y�ó�ª�;�:�;���'�ª�F�8��8¢�����

|x|2 6 �*�$� �'�b�'�v¡��;�'�;�,���G8 �)�"���H��9v���v����DI)�.�v¡ 6 �:�Ý§{�"��8 x
�KJ��{¦<§{� �{�;�8�F8 �ML
I)�/ �� �8�:I,�/ ONAP�Q³�;���.§{���ª�R�ô�¸�{�;�8�F8³¡

U
�

S ý�þB4�T � ÿ � � ÿ ��

� 
 � Î Ë Î Ç"Í Ã�Å Ù"Í Ò Öv×8Í$Ê�Ð2ÍºÙ"Í Ò Ê�Çº× Õ�â*Ä Ð Õ'Æ Ê�Ç��0&/(
)FU
V ÿ.3�3�4 ��

��


∀
� �'�DI)�/ WNAP�Q

f ∃f̃ 6 �A�Ý�:�'� �'�X8³�<�\�)�W�F�8��8K� |x|2 6 � �.�;�!�F8Ü¡���{�ª�Y�8�/ ô�;���.§{���ª�R� �.�;�!�R8
f
�

Z¸�{���{�)���ª� �'���;�ª���)��[õÄ�Å"Æ �ÜÃ Ê Î Ï�Ð â f ò Ä�Õ Ë,È�Ë â &/(
) ñ à2ÇûÊ�Í � Ä�Å"Ò Ç"Ð2Û f̃
ä�Î Ç)éÅ Ç Ò Ë â É.Ë Î Ë�Ê�Ì2Ð�Ù�Ë�Í Å�Ò Ë,È"Ç Å�Ã É.Ë¸Ù Ò Í$Û â
ä Ç å;Ò Ë�Ê�Ð�Ì2Í$Ê�Ê�Ç�Í Î Ù"Ë{× Ò Ë Å Ç"Û\Ç Å × Õ Ð�Ê�ØÙ,á�Ç$×!Ë�\

f̃(x1x2) = f(x1)x2.]�Õ�âlÅ Ç å Ç ä Ì Å Ç�È"Ø f̃ É.Ë Î Ë�Ê2Ì�Ð�Ù�Ë Õ Ë Ò Ë,È"Ç Å�Ã É%Ë Î Ù�Ë{× Ò Ë Å Ð2Ì�Ê�Ç"Í*Ù Ò Í;Û â4ä ×8Ç Ä�Å Ë)éÅ Ç"Ì�Ê2Ç ä Ì Å Ç"È"ØcÙ�ØÚà�Ç Õ Ê âxÕ Ç Ä;Æ Ê�Í Ò Ë�Ù"Í;Ê Ä;Å Ù"Ç tf (x1) ≤ |x1x2|
2 − |x2|

ä'å ×8Í tf (x1)^ Ù Ò Í$Û âôÒ Ë�È"Ç Å Ø f Ê�Ë Ù)á�Ç$×8Í x1

Ó4ÂµÃ"Ä�Å"Æ
|x1| = n, |x2| = m

Ó`_ ØQÛÝÇ.ÖvÍ;Ûk×'Ç,éÈ"Ð Å"Æ�Ä/â tf(n) ≤ (m + n)2 −m Ù"ØÚÈ"Ç Ò Ç�ÛWà2Ç%×�á�Ç$× â�- Í å Ç m
Î Ë Î ÛÝÊ�Ç å Ç"Ì Õ Í;Ê�ËvÇ Å

n
ä à�Ç Ä;Î Ç Õ'Æ"Î2Ã tf (n)

Å Ë Î ÖvÍ¢Ç å$Ò Ë,Ê�Ð�Ì�Í;Ê�Ç ÛÝÊ2Ç å Ç"Ì Õ Í$Ê�Ç�ÛGÇ Å n
Ó

a�bdc/e:f�g�h`ikj�l�eAm�noeAm�n�p�q�rtsHe:p�u�h`q
vFwyx+z
{�|!pts�p�n�m�n'}:q�eAq�~���r�m�m�u�h`��gAm�q
��m�g���r�c�q
��m�e:g�m�r�h!z����m�m�u���q���r�m�m�gApKn�mR��q�r�c�g�q���j�e���r�f�s��C����c��Gr�m�n�sHe:p�u�m�i�vFwyxM��qGs�eAc�rRp��<m�j�hy��g�qGrkj

�A��c���mY}:q�z
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ÂµÃ"Ä�Å"Æ ÛÝØ Ã ÛÝÍ;Í$Û Õ Ç�ÛõË Å"Æ f̃
Ó�� Ç å ×!Ë �ÜÃ Ê Î Ï�Ð â f

Õ Ç"ÛõË�Í Å"Ä/âSÄ�Õ Í<× Ã Ñ - Ð2ÛÇ�È Ò Ë,É$Ç"Û
\�È"Í Ò Í$Û Å Ç ä Ì Å Ç�Ê�Ë�Û±×!Ë Õ Ð�Ô Å{Ó Í Ó Ê�Í Î Ç Å Ç Ò Ç�Í1É%Ê�Ë{Ì2Í$Ê�Ð�Í f(x1)
ã�ä ×'Ç"à�Ð Ä Ø�éÙ"Ë�Í$Û Ä�Õ�Ã Ì�Ë���Ê Ã Ñ Ä;Å�Ò Ç Î2Ã x2

ä8Õ Ç"ÛõË�Í;ÛQÔ6à�Ç Õ�Ã Ì�Ë â±Å Í$Û Ä Ë,ÛÝØÚÛ x1x2
ãBä!Ã È"Ð Ò Ë,Í$ÛÄ¸Î Ç"Ê�Ï�Ë x2

Ó�� Í$Û Ä Ë�ÛÝØÚÛ ä Í ÄBÕ Ð f̃ ÛÝØ Õ Ç"ÛõË Õ Ð Ä Ù"Í Ò Ç â:Å Ê�Ç Ä�Å"Æ Ñ 1 − 1
(m+n)k

äÅ Ç Ð f ÛÝØ Õ Ç"ÛõË�Í$Û Ä Ù"Í Ò Ç â:Å Ê�Ç Ä;Å"Æ Ñ 1 − 1
(m+n)k

Ó!Â Ç Ä$Î Ç Õ'Æ�Î2Ã m ò � Ð Î�Ä Ð Ò Ç)éÙ"Ë�Ê�Ê�Ø � à2Ç Õ Ð�Ê�Ç�ÛlÇ Å n
ä�â2Ä Ê�Ç ä Ì Å Ç�ÛÝØ ÛÝÇ.ÖvÍ$Û ×'Ç"È"Ð Å�Æ"Ä/â Õ Ñ1È"Ç�� Ê�Í$Ç"È%á"Ç%×'Ð�ÛÝÇ��Ù�Í Ò Ç â2Å Ê�Ç Ä�Å ÐûÙ�É Õ Ç"ÛõË f
ä Ù�ØÚÈ"Ð Ò Ë â k

Ó
Z¸�.���{�)���ª� �8�����ª�����ª�;�R�'�G8�� £x������� Ë Ä$Ä ÛÝÇ Å"Ò Ð�Û à Ò Ç"Ð2É$Ù"Ç Õ'Æ Ê Ã Ñ &/(
) M∗ äÚÎ Ç,éÅ Ç Ò Ë â É%Ë Î Ë�Ê�Ì�Ð�Ù"Ë�Í Å�Ò Ë�È"Ç Å,Ã É.Ë¸Ù Ò Í;Û â |x|2

ä Ð à�Ç Î Ë)ÖvÍ$Û ä Ì Å Ç M∗ ⇒ U
Ó�]�Õ�â

×'Ç Ä;Å Ë Å Ç"Ì�Ê�Ç�× Õ Ð�Ê�Ê�Ø�á Ù,á"Ç$×8Ç"Ù�ÛõË	�ºÐ�Ê�Ø U Ç"Ê�Ë¢É.Ë,à Ã"Ä;Î Ë,Í Å ÛõË	�ºÐ�Ê Ã M∗ Ê�Ë�×8Ç,éÕ ÍvÙ,á�Ç$×8Ç"Ù µ = 1
2|M

∗·const | = const
Ó�[ÝÄ�Õ Ð�ÛÝØ Ê�ÍvÙ�É Õ Ë�ÛÝØÚÙ�Ë�Í;Û Õ Ð
� Æ ×8Ç Õ Ñ 1

nkÇ Å Ù Ä ÍBá¸Ù,á�Ç$×8Ç�Ù U
ä2Å Çv×8Ç Õ Ö�Ê2Ø Ù�É Õ Ë�ÛÝØÚÙ�Ë Å"Æ É%Ê�Ë.Ì�Ð Å Í Õ�Æ Ê Ã Ñ ×8Ç Õ ÑcÙ,á�Ç$×8Ç�Ù>Ð:ÉÄ Í Î2Å Ç Ò Ë äõÄ Ç"Ç Å Ù�Í Å"Ä�Å Ù Ã Ñ - Í å ÇlÛõË	��Ð2Ê�Í M∗ ñÝÐ�ÛÝÍ$Ê2Ê�Ç ä ÛÝØ Ù�É Õ Ë,ÛÝØÚÙ�Ë�Í$Ûc×8Ç Õ Ñ

µ − 1
nk

ä Ì Å Ç Ä Ç Ä;Å Ë,Ù Õ�â Í Å
1 −

1

µnk
Ô ß Ó C ã

à2ÇûÇ Å Ê2Ç���Í;Ê�Ð�Ñ Î ÇûÙ Ä Í$ÛcÙ,á"Ç%×8Ë�ÛcÛõË	��Ð2Ê�Ø M∗ × Õ Ð�Ê�Ø n − |M∗|
Ó
�ÜÄ Ê�Ç ä Ì Å Ç× Õ�â�Õ Ñ1È"Ç�� Å"Ò Í$È Ã Í$ÛÝÇ�� Ù"Í Ò Ç â:Å Ê�Ç Ä�Å Ð�Ù�É Õ Ç"ÛõË M∗ ÛÝØdÛÝÇ.ÖvÍ;Û à�Ç$×8Ç"È Ò Ë Å"Æ ×8Ç,éÄ�Å Ë Å Ç�Ì�Ê�Ç�È�Ç Õ'Æ �ºÐ�Í k Ð n

ä × Õ�â¸Î Ç Å Ç Ò Ø�álÔ ß Ó C ã È Ã ×8Í Å È"Ç Õ'Æ ��Í³Ð Ä;Î Ç"ÛÝÇ�� Ó
S ý þB4�T � ÿ���� ÿ ��
 ��
�� Å ÇSà Ò Ç"Ð2É%Ç��x×8Í Å Ù ÄBÕ�Ã Ì�Ë�Í Ä Í$ÛÝÍ � Ä;Å ÙkÇ$×8Ê�Ç Ä�Å Ç Ò Ç"Ê�Ê�Ð:á�ÜÃ Ê Î Ï2Ð �lÔ Ä Ð Õ'Æ Ê�Ø�á Õ Ð�È"Ç ÄBÕ Ë�È"Ø�á ã U
S ý þB4�T � ÿ���� ÿ ��
#"�
�� Å Çûà Ò Ç�Ð2É%Ç���×8Í Å{ä Í ÄBÕ Ð Ä Ç�à�Í Ò Ê2Ð Î ò ×8Í Å Í Ò ÛÝÐ�Ê2Ð Ò Ç"Ù�Ë,Ê:éÊ2Ø ��U [ÝÄ�Õ Ð÷Ç"ÊóÉ.Ë{×8Ë�Ê Ä á"Í$ÛõË�ÛÝÐ�U
S ý þB4�T � ÿ���� ÿ ��
�� 
 ] Ç Î Ë)É.Ë Å�Æ�ä Ì Å Ç Í ÄBÕ Ð Ä�Ã.- Í Ä�Å Ù Ã Í Å &/(
) ä2Å Ç Ä;Ã.- Í Ä;Å Ù Ã Í Å Ð�'�$Ã Ê�Ð2Ù"Í Ò�Ä Ë Õ'Æ Ê�Ë â &/(
) Ó
¨ª©�� � ¿ ®*À¸Á¸°¸° ¹I¹»½ÚÀ*¼¸½Ú²µ·�� ��������� �"!#!��%$	&('*)+�-,.!�'(/�0
Â Ç"Ê â2Å Ð2Í21 �ÜÃ Ê Î Ï�Ð â�Ä�Ä Í Î�Ò Í Å Ç�Û43Üà�Ç"Ì Å Ð�È"Í Ä;Ä ÛÝØ ÄBÕ Í$Ê�Ê2Ç Ó�Â Ç"æ Å Ç"Û Ã È Ã ×8Í$Û Ò Ë Ä éÄ ÛõË Å"Ò Ð�Ù�Ë Å�Æº�;�G8³�� '���ª�,��Å Ë Î Ð:á �³Ã Ê Î Ï�Ð � Ó , å$Ò Ë�Ê�Ð�Ì�Ð2Û Ä/â Ð2Ê65�Í Î2Å Ð�Ù"Ê�ØÚÛÝÐ �ÜÃ Ê Î éÏ2Ð â ÛÝÐbÔÞà�Í Ò Í Ä�Å Ë�Ê�Ç"Ù Î Ë,ÛÝÐ ã�Óüvý�þ ÿ��Ýÿ���ÿ���� ÿ ��
7��
 , ×8Ê2Ç Ä;Å Ç Ò Ç"Ê�Ê â2â��ÜÃ Ê Î Ï�Ð â¢ÄÝÄ Í Î�Ò Í Å Ç"ÛjÔ98;:=<�>@?�&X&A:B>@CD:;EGF:é
8=<	8=H#&AI@)J<�EKHML�N ä 8=?O>�) ã ò æ Å Ç>à�Ç Õ Ð�Ê�Ç"ÛÝÐ�Ë Õ'Æ Ê�Ø �÷à�ÇªÙ Ò Í$ÛÝÍ;Ê�ÐûË Õ'å Ç Ò Ð Å Û

G : (1n, rg) 7→ (e, d, s),å ×'Í n òUà�Ë Ò Ë�ÛÝÍ Å"Ò Ê�Ë{×'Í;Ö Ê�Ç Ä;Å Ð ÔÞÇ"Ê ÖvÍ Ã Ê�Ë Ä È Ã ×8Í Å × Õ Ð�Ê�Ç��lÙ,á�Ç$×!Ë ãBä rg òÄ�Å"Ò Ç Î Ë ÄBÕ�Ã Ì�Ë���Ê2Ø�áóÈ"Ð Å Ç"Ù å Í$Ê�Í Ò Ë Å Ç Ò Ë ä e, d, s ò È Ã{Õ Í$Ù"Ø Ä á"Í$ÛÝØQÔ d òQP Ä Í Î�Ò Í Å éÊ2Ø �6R-?OCDS.:�NT>68Y&A: ä e òUP à Ã È Õ Ð�Ì2Ê�Ø �6RVCDIOS.:�NT>68Y&A: ä s òWP à Ã È Õ Ð�Ì2Ê�Ø �6RVX=<�EK>OLYCD: ãBä
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• e : {0, 1}n → {0, 1}ε(n) ä
• d : {0, 1}ε(n) → {0, 1}n

ä
• s(rs) ∈ {0, 1}n

ä
Ð

∀A ∀p ∃n ∀n > N Pr{A(1n, e(x), s, e) ∈ e−1(e(x))} <
1

p(n)

Ô6É�×'Í Ä$Æ x = s(rs) ñ (e, d, s) = G(1n, rg) ñ	Ù�Í Ò Ç â2Å Ê�Ç Ä�Å"Æ È�Í Ò Í Å"Ä/â à2Ç rg

ä
rs

ä	ÄBÕ�Ã éÌ�Ë���Ê�ØÚÛSÈ"Ð Å Ë�Û A
ãBä

∀x ∈ Im s d(e(x)) = x.

[ÝÄBÕ Ð±Ð2É�æ Å Ç å ÇóÇ"à Ò Í<×8Í Õ Í$Ê�Ð â�Ã È Ò Ë Å"Æ d
ä�Å Çóà�Ç Õ�Ã Ì�Ð�Û Ä Í$ÛÝÍ � Ä;Å Ù"Ç¸Ç%×'Ê�Ç Ä;Å Ç,éÒ Ç"Ê�Ê�Ðxá �ÜÃ Ê Î Ï�Ð �jÔÞà�Ç Ã ÛÝÇ Õ Ì�Ë,Ê�Ð�Ñ Ä Ð Õ'Æ Ê�Ø�á ã�Ó� ËvÇ Ä Ê�Ç"Ù"Í28=?6>�) Ä�Å"Ò Ç â:Å"Ä/âûÎ2Ò Ð�à Å Ç Ä Ð Ä�Å Í;ÛÝØ Ä Ç Å�Î�Ò Ø Å ØÚÛ Î:Õ Ñ�Ì2Ç"Û Ó

S ý�þB4�T � ÿ � � ÿ ��
���
�� É$ÛÝÍ$Ê�Ð Å"Ä/â\Õ Ð Ì Å Ç,é Å Ç Ä;Ã.- Í Ä;Å Ù"Í$Ê2Ê�Ç"Í ä Í Ä�Õ Ð s
Ä;Å Ë,Ê�Í Å�³Ã Ê Î Ï�Ð�Í �÷Ç Å e U

S ý�þB4�T � ÿ � � ÿ ��
�� 
 � Í ÄBÕ Ð�Ê�Ð Î Ë Î Ç å Ç s Ê�Í³È Ã ×8Í Å Ô Å{Ó Í Ó s = Id
ã U

S ý�þB4�T � ÿ � � ÿ ��
�� 

	 ØÚà�Ç Õ Ê�Ð Å"Æ × Õ�â 8=?O>=) Å Í Ã à Ò Ë)Ö�Ê�Í;Ê�Ð â
ä Ì Å ÇûÈ"Ø Õ Ð�× Õ�â
&�(�� Ó
S ý�þB4�T � ÿ � � ÿ � 
�
�
 � Å Ç ä Í Ä�Õ Ð d

Õ Ð�È"Ç e Ð Ä à�Ç Õ�Æ É Ã Í ÅkÄBÕ�Ã Ì�Ë���Ê2ØÚÍbÈ"Ð Å ØrÐÐ�Ê�Ç å ×!ËªÇ��ºÐ�È�Ë�Í Å"Ä/â U
� þ�� 3Üÿ�þ ��

����������� 


s(x) = x,

e(x) = xε mod n, d(x) = xδ mod n,å ×8Í
ε · δ ≡ 1 (mod (p − 1)(q − 1)),

n = pq, p, q ∈ P.

� Ù Õ�â Í Å"Ä/âjÕ Ð Å Ë Î Ç"Í Ä Í$ÛÝÍ � Ä;Å Ù"Ç 8=?O>�) ä Ê�Í$Ð:É%Ù"Í Ä;Å Ê2Ç ä Ê�Ç±Ê�Ë�Ê��$Û Ç Ä Ê�Ç�Ù�Ë�Ê�Ø Ò ÍBéË Õ'Æ Ê�ÇªÐ Ä à�Ç Õ'Æ É Ã Ñ - Ð�Í Ä/â à Ò Ç Å Ç Î Ç Õ Ø Ó
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y = f(x) ñ4Í ÄBÕ Ð�à Ò Ç Å Ð�Ù"Ê�Ð Î Ê�Í Ä ÛÝÇ.ÖvÍ Å Ù"ØÚÌ�Ð ÄBÕ Ð Å"Æ x
ä Ê�Ç¸ÛÝÇ.ÖvÍ Å{ä Ê�Ë)éà Ò Ð�ÛÝÍ Ò
ä'Ã É$Ê�Ë Å"Æ Ù Ä ÍÜÊ2Í$Ì�Í Å Ê�ØÚÍ�È�Ð Å Ø y

ä æ Å Ç Å Ë Î ÖvÍ³Ê�ÍBá�Ç Ò Ç���Ç Óüvý�þ ÿ��Ýÿ���ÿ���� ÿ ��
 ��

B : {0, 1}n → {0, 1} Ê�Ë,É$ØÚÙ�Ë�Í Å�Ä/â ����¡�§)���B8 I{���ª�F8

Ô��
	���
�� N ����������
�����	���� ã × Õ�â �ÜÃ Ê Î Ï�Ð�Ð f
ä Í Ä�Õ Ð

∀k ∀A ∃N ∀n>N Pr{A(f(x)) = B(x)} <
1

2
+

1

nk
, Ô ß Ó ß ã

å ×'Í A ò�Ù"Í Ò Ç â2Å Ê2Ç Ä;Å Ê�Ø �÷à2Ç Õ Ð�Ê�Ç�ÛÝÐ�Ë Õ'Æ Ê2Ø �*à2Ç�Ù Ò Í;ÛÝÍ$Ê�Ð¸à Ò Ç Å Ð�Ù"Ê2Ð Î4ä ËºÙ�Í Ò Ç,éâ:Å Ê�Ç Ä;Å"Æ Ù�Ç"à Ò Í<×8Í Õ Í;Ê�Ð�ÐªÈ"Í Ò Í Å�Ä/â à�ÇµÍ å Ç Ä�Õ�Ã Ì�Ë ��Ê�ØÚÛ�Ì�Ð Ä�Õ Ë�Û±Ðvà�Ç x ∈ {0, 1}n
Ó

, Î Ë,É%ØÚÙ"Ë�Í Å�Ä/â4ä Ð2É Õ Ñ1È"Ç��óÐ�Ê
5�Í Î2Å Ð�Ù"Ê�Ç�� &/(
)�ÛÝÇ{Ö Ê�Ç Ä ×'Í Õ Ë Å�Æ>Å Ë Î2Ã Ñ ÔÞÐ�Ê654éÍ Î2Å Ð2Ù"Ê Ã Ñ ã &/(
) ä�Ã>Î Ç Å Ç Ò Ç�� Í Ä�Å"ÆºÅ�Ò2Ã ×8Ê�Ø �óÈ"Ð Å{Ó Ô 	 Ì�Ë Ä;Å Ê2Ç Ä;Å Ð ä æ Å ÇºÖvÍAÛÝÇ.Ö�Ê�Çà Ò Ç$×8Í Õ Ë Å"Æ Ð × Õ�â¸Ä Í$ÛÝÍ � Ä;Å Ù�Ë�à�Í Ò Í Ä�Å Ë�Ê�Ç"Ù"Ç Î�Ä³Ä Í Î�Ò Í Å Ç"Û Ó ã
S ý þB4�T � ÿ���� ÿ ��
���
 � Ä à�Ç Õ�Æ É Ã Í Å�Õ Ð Ê2Ð2ÖvÍ$à Ò Ð�Ù"Í<× �$Ê�Ê2Ç"ÍA×8Ç Î Ë,É%Ë Å Í Õ'Æ"Ä�Å Ù"Ç Å Ç Å� Ë Î:Å{ä Ì Å Ç |f(x)| = |f(x′)|

ä Í ÄBÕ Ð |x| = |x′| U
1 ÿX2'þ ÿ.3�4 ��
 � ���M2�� � þ�ÿ�� �M4"! V ÿ�# ���B4 � 
%$ � �'�

f
�'�$�=�'�;�ª�R�ª���'&,�����v�'�,�'�/ NAP�Q 6�ª�

f̃(x, r) = (f(x), r)
�ª�%�Y�K�8�;���'�;�ª�Y���.§{�'�{�;�ª�Y�8�.���'�� ��û�X8¢�;�;� ���'¡�§{���! 

I{���
B(x, r) = 〈x, r〉 6 ¦<§,� 〈x, r〉 = x1r1 ⊕ x2r2 ⊕ . . .

�
Z¸�.���{�)���ª� �8�����ª���)�1ÂµÃ�Ä;Å"Æ ÛÝØ Ã ÛÝÍ$Í;Û Ãxå Ë{×8ØÚÙ�Ë Å"ÆGÅ�Ò2Ã ×8Ê�Ø �YÈ"Ð Å{Ó�Â Ç Ä;Å"Ò Ç"Ð�Ûà Ò Ç Å Ð2Ù"Ê�Ð Î Ë ä�Õ Ç"ÛõË,Ñ - Í å Ç f

Ó'( Ë,É%Ë Õ Ç Ä;Æ È�Ø ä
xi = 〈f−1(y), r〉 ⊕ 〈f−1(y), r ⊕ ei〉 = B(x, r) ⊕ B(x, r ⊕ ei)

Ô r⊕ei Ç,É%Ê�Ë.Ì�Ë�Í Å{ä Ì Å Ç¢ÛÝØGà2Ç"ÛÝÍ$Ê âxÕ Ð i é �>È�Ð Å Ù r
ãBä�Å Ë Î Ì Å Ç¢ÛÝØSÛÝÇ.ÖvÍ;Û Ãxå Ë{×!Ë Å"ÆÕ Ñ�È"Ç��*È"Ð Å xi Ð2É x

Ó , ×8Ê�Ë Î Ç à Ò Ë�Ù"Ð Õ'Æ Ê�Ç"Í³Ù"ØÚÌ�Ð ÄBÕ Í$Ê2Ð�Í�à Ò Ç Å Ð�Ù"Ê2Ð Î Ç"Û B(x, r)Ð B(x, r ⊕ ei) ^ É.Ë,Ù"Ð Ä Ð2ÛÝØÚÍ Ä Ç"È"Ø Å Ð â4Ó8Â Ç"æ Å Ç"Û Ã B(x, r) ÛÝØ\Ê�Í³È Ã ×8Í;Û Ã Ê�Í å ÇÙ�Ø â�Ä Ê â2Å"Æ ò`æ Å Ç�Ç%×'Ð�Ê�Ð Å Ç Å ÖvÍ�È"Ð Å × Õ�â Ù Ä Í�á i
ä Ð ÛÝØGÛÝÇ.ÖvÍ$Ûbà�Í Ò Í;È Ò Ë Å�Æ ×8Ù"ËÍ å Ç>Ù"Ç�É$ÛÝÇ{Ö Ê�Ø�áóÉ$Ê�Ë.Ì�Í$Ê2Ð â4Ó � Ù"Ç Å B(x, r ⊕ ei) ò Ä Ù"Ç���× Õ�â*Î Ë,Öv×8Ç å Ç i

Ó
� Ë�æ Å Ç"Û ÛÝÇ.Ö Ê�Ç�È"Ø Õ Ç È"Ø Ã ÖvÍºÇ Ä;Å Ë�Ê�Ç�Ù"Ð Å"Æ�Ä/â4ä Í Ä�Õ Ð±È�ØcÊ�Ë�ÛkÊ�Íºà Ò ÍB× Ä;Å Ç)éâxÕ Ç Ã ÛÝÍ$Ê Æ �vË Å�Æ Ù"Í Ò Ç â2Å Ê�Ç Ä;Å�Æ Ç��ºÐ�È Î Ðôà Ò Ç Å Ð�Ù�Ê�Ð Î Ë ä à�Ç"Ù Å Ç Ò�â2â Í å Ç × Õ�âôÒ Ë,É;éÊ2Ø�á r
Ó*)»Å Ç�È"Ødà Ò Ð�Ù"Í Õ Ç Î Ç"Ì2Í$Ê Æ È"Ç Õ'Æ ��Ç"Û Ã à�Í Ò Í$È�Ç Ò2Ã ñ�à�Ç"æ Å Ç"Û Ã ÛÝØ`È Ã ×8Í;Ûà Ò Ç$×8Í Õ ØÚÙ"Ë Å"Æ Ê�Í Ä Ç�Ù Ä Í;ÛcÊ�Í;É%Ë�Ù"Ð Ä Ð�ÛÝØÚÍ æ Î�Ä à�Í Ò Ð2ÛÝÍ$Ê Å Ø ä Ù"ØÚÈ Ò Ë�Ù Õ Ð6� Æ÷Õ Ç å Ë)éÒ Ð � ÛÝÐ�Ì�Í Ä;Î Ç"ÍôÌ�Ð Ä�Õ Ç Ä�Õ�Ã Ì�Ë��2Ê�Ø�á Ä;Å�Ò Ç Î ri ñ È Õ Ë å Ç%×8Ë Ò�â à Ò Ð�Ù�ÍB× �;Ê�Ê�Ç�� Ê�Ð2ÖvÍÎ Ç"Ê Ä;Å"Ò:Ã:Î Ï�Ð�ÐGÛÝØ Ä ÛÝÇ{Ö�Í$Û à�Ç Ò Ç$×8Ð Å"Æ Ð2ÉóÊ�ÐxájÛÝÊ�Ç å Ç±à�Ç"à�Ë Ò Ê�Ç±Ê�Í�É.Ë�Ù�Ð Ä Ð�ÛÝØ�áÄ�Å"Ò Ç Î4ä�Å"Ò2Ã ×8Ê2ØÚÍ�È"Ð Å Ø B(x, r) × Õ�â¸Î Ç Å Ç Ò Ø�á¸È Ã × ÃxÅ à Ò Ç Ä;Å Ç Ù"ØÚÌ2Ð Ä�Õ�â:Å"Æ"Ä/â Ì�ÍBéÒ Í;É¢à�Í Ò Í$È"Ð Ò Ë�Í$ÛÝØÚÍ�Ê�Ë�ÛÝÐ Å"Ò2Ã ×8Ê�ØÚÍ¢È"Ð Å Ø × Õ�â Ð Ä á"Ç$×8Ê�Ø�á ri

Ó
� Å ÇôÖvÍ Î Ë Ä Ë,Í Å"Ä/â x

ä ÛÝØ ÛÝÇ.ÖvÍ;ÛQÈ"Í�É%È"Ç â É%Ê�Í;Ê�Ê�Çbà2Ç"Ù Å Ç Ò�â:Å"Æ Ù"ØÚÌ�Ð ÄBÕ Í$Ê2Ð â× Õ�â Ç%×'Ê�Ç å Ç*Ð Å Ç å Ç¸ÖvÍ x Ô6Ù"Í Ò Ê�Í$Í ä f(x)
ã Ê2Í Ä ÛÝÇ Å"Ò�â Ê�Ë Å Ç ä Ì Å Ç÷Ù"Í Ò Ç â:Å Ê�Ç Ä�Å"Æ
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#

ÙóÇ"à Ò Í<×8Í Õ Í;Ê�Ð�Ð Å"Ò2Ã ×8Ê�Ç å Ç*È"Ð Å Ë¸È"Í Ò � Å"Ä/â à�ÇóÙ Ä Í$Û x
Ó�] Í Õ Ç¸Ù Å Ç"Û ä Ì Å Ç Å Í�á x

ä
× Õ�â±Î Ç Å Ç Ò Ø�á±Ù�Í Ò Ç â2Å Ê�Ç Ä�Å"Æ¸Ã"Ä à2Í�á�Ëóà Ò Ç Å Ð�Ù�Ê�Ð Î Ë ×8Ç Ä;Å Ë Å Ç"Ì�Ê2Ç÷Ù"Í Õ Ð Î Ë ä ÛÝÊ�Ç å Ç äÎ Ë Î ×8Ç Î Ë)É%ØÚÙ�Ë�Í Å"Ä/â Ù Ä�Õ Í<× Ã Ñ - Í � Õ Í$ÛÝÛÝÍ Ó
V ÿ.3�3�4 � 
 ��
�5 ¡����v�S�;�.�'���'����� �!�R8³���;� ���D9 ���'¡�§{���! I)��� �±���H�8���'�v�'����;�v� L

1/2 + ε � �>� �%� 6 � �ª��� 8Ü�����/; � £x� £�� ε = ε(n) = 1/nk
��� 5 ¡����v�

Sn = {x | Pr{A(f(x), r) = B(x, r)} ≥
1

2
+

ε

2
}.

J��{¦<§)�
|Sn| ≥

ε
2
· 2n
�

Z¸�{���{�)���ª� �'���;�ª���Ü�8��8K8�� �
S(x) := Pr{A(f(x), r) = B(x, r)}

|Sn| = 2n Pr
x

{

S(x) <
1

2
+

ε

2

}

= 2n Pr
x

{

1 − S(x) ≥
1

2
−

ε

2

}

E(1 − S(x)) = 1 −

(
1

2
+ ε

)

=
1

2
− ε

� Í Ò Ë�Ù"Í;Ê Ä;Å Ù"Ç _ Ë Ò�Î Ç"Ù�Ë=\
Pr{α > α′} ≤

Eα

α′
,å ×8Í α ^ Ê�Í;Ç Å"Ò Ð�Ï�Ë Å Í Õ'Æ Ê�Ë âûÄBÕ�Ã Ì�Ë���Ê�Ë â Ù�Í Õ Ð�Ì2Ð�Ê�Ë Ó� Ê�Ë Ä Eα = 1

2
− ε, α′ = 1

2
− ε

2

Ó

2n
1
2
− ε

1
2
− ε

2

= 2n 1 − 2ε

1 − ε
≤ 2n

(

1 −
ε

2

)

� Í;ÛÝÛõË�×8Ç Î Ë,É.Ë,Ê�Ë Ó
� Å Ë Î
ä Ç"à�Ð
��Í$Û Î Ç"Ê Ä�Å"Ò2ÃxÎ Ï�Ð2Ñ ä Ç"È Ò Ë - Ë�Ñ -ºÃ Ñ f à Ò Ðóà�Ç"ÛÝÇ - ÐóÙ�É Õ Ç"Û - Ð Î Ë× Õ�â B
ä � Ç Ò ÛõË Õ'Æ Ê2Ç Ó�Â Ç Õ Ç.Ö�Ð2Û l = (2k +2)dlog2 ne Ô6Í Ä�Õ Ð Ù"Í Ò Ç â2Å Ê2Ç Ä;Å�ÆºÃ"Ä à�Í�éá�Ëôà Ò Ç Å Ð�Ù"Ê�Ð Î Ë Ä Ç Ä�Å Ë�Ù Õ�â Í Å 1/2 + 1/nk

ã ÐSÙ�ØÚÈ"Í Ò Í;Û l
ÄBÕ�Ã Ì�Ë���Ê2Ø�á Ä�Å"Ò Ç�Ì�Í ÎÙ Ä Ç"Ç Å Ù"Í Å�Ä;Å Ù�Ð�Ð Ä³Ò Ë�Ù"Ê�Ç�ÛÝÍ Ò Ê�ØÚÛ Ò Ë Ä à Ò ÍB×8Í Õ Í$Ê2Ð�Í$Û
\ r1, . . . , rl

Ó�)»Å Ð Ä;Å�Ò Ç Î Ð¸òÎ Ë,Êx×8Ðx×!Ë Å ØQÊ�Ë Ò Ç Õ'Æ r
Ó 	 ØÚÈ"Í Ò Í$Û Å Ë Î ÖvÍ l È�Ð Å Ç"Ù Ô6Ç"È"Ç�É$Ê�Ë.Ì�Ð�Û Ð:á ρ1, . . . , ρl

ã�ä
à�Ç Ä�Õ Í�Ì�Í å Çµà Ò Ç%×'Í Õ Ë�Í;Û Ä�Õ Í<× Ã Ñ - Í;ÍD\)× Õ�â Ù Ä Í�áºÊ�Í$à Ã"Ä;Å Ø�áªà�Ç$×8ÛÝÊ�Ç.ÖvÍ Ä;Å Ù J ÛÝÊ�Ç)éÖvÍ Ä�Å Ù�Ë {1, . . . , l} Ù"ØÚÌ2Ð Ä�Õ Ð2Û

rJ = ⊕
j∈J

rj,

ρJ = ⊕
j∈J

ρj
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Ô É.Ë�ÛÝÍ Å Ð�Û ä Ì Å Ç�Í ÄBÕ Ð ρj òrà Ò Ë�Ù�Ð Õ'Æ Ê�ØÚÍ>È"Ð Å Ød× Õ�â rj
ä4Å Ç ρJ òrà Ò Ë,Ù"Ð Õ'Æ Ê2ØÚÍÈ�Ð Å Ø × Õ�â rJ

ã�ä Ð�×!Ë Õ Í;ÍÜ× Õ�â Ù Ä ÍBá i Ù"ØÚÌ�Ð ÄBÕ Ð�Û
xJ

i = ρJ ⊕ B̄(y, rJ ⊕ ēi),

x′
i = maj

J

xJ
i .

V ÿ.3�3�4 ��
#"�
�� � �'���:�����
rJ
�2�ª§)�{���{�)���ª� �'���;�ª�,�>�ª�$�Y�8��8��O���"�)�'�F8³���'�'�k���"� ��D�'�;§)� �!����� �û�'�.�����'�'�ª�'�B�)���,�'�;�X8�� �

Z¸�.���{�)���ª� �8�����ª���)��� Ç ä Ì Å ÇµÇ"Ê�Ð Ò Ë�Ù"Ê�Ç�ÛÝÍ Ò Ê�Ç Ò Ë Ä à Ò ÍB×'Í Õ Í;Ê�Ø ä Ç"Ì�Í;Ù"Ðx×8Ê2Ç ÓD[ÝÄBÕ Ð
K ⊆ J

ä�Å Ç
P{rJ = t, rK = t′} =

P{rJ\K = t ⊕ t′, rK = t′}
(J\K)∩K=∅

=

P{rJ\K = t ⊕ t′} · P{rK = t′}

�����	��

��������

�������������������������

=

P{rJ = t} · P{rK = t′}.

� Ê�Ë{Ì2Ð Å{ä ÛÝÇ.Ö�Ê�Ç Ä Ì�Ð Å Ë Å�Æ�ä Ì Å Ç J \ K 6= ∅ Ð K \ J 6= ∅
Ó � Ç å ×!Ë

P{rJ = t, rK = t′} =
∑

t′′

P{rJ = t, rK = t′, rJ∩K = t′′} =

∑

t′′

P{rJ\K = t, rK\J = t′, rJ∩K = t′′} =

P{rJ\K = t} ·P{rK\J = t′} ·
∑

t′′

P{rJ∩K = t′′}

︸ ︷︷ ︸

1

�����	��

��������

�������������������������

=

P{rJ = t} · P{rK = t′}.

]¢Õ�â � Ð Î�Ä Ð Ò Ç�Ù�Ë�Ê�Ê�Ç å Ç i Ç"Ï2Í$Ê�Ð�Û\Ù"Í Ò Ç â:Å Ê�Ç Ä�Å"Æ�Å Ç å Ç ä Ì Å Ç Ä;Ò ÍB×'Ð xJ
i È"Ø Õ ÇÈ�Ç Õ'Æ �ºÍ¢à2Ç Õ Ç"Ù"Ð2Ê�Ø\à Ò Ë�Ù"Ð Õ'Æ Ê�Ø�á Ô Å{Ó Í Ó Ì Å Ç x′

i = xi

ã�Ó , È"Ç�É$Ê�Ë.Ì�Ð�ÛSÌ�Í Ò Í�É
ζJ
i = {xi = xJ

i }

Ù�Í Ò Ç â2Å Ê�Ç Ä�Å"Æ�Ã"Ä à2Í�á�ËAÙ�Ç%×'Ê�Ç"Û*Ð Ä à�Ø Å Ë,Ê�Ð�ÐóÔ6Ç$×8Ê�Ç Î�Ò Ë Å Ê�Ç�Û÷Ù"ØÚÌ2Ð Ä�Õ Í;Ê�Ð�Ð B(x, r′)
ã�Ó

, È"Ç,É%Ê�Ë.Ì�Ð�Û m = 2l − 1
Ó



�
� 9<�����2( =2���ê����7x9 
 �B&)���"�'&{(¸���	�8�"�%#)��
 �{���:(2(ó0
	��2�����2(4�
�º9 
 9;�%#;&,�!�.7"����Ü�;9<��
 9$#,�������

�	��	���
���{�
#

V ÿ.3�3�4 � 
7� 
 Zª�=�±§,�{���v���ª�.�:�'�oI)�/�'� 9v�X;
n

Pr

{
∑

J

ζJ
i ≤

m

2

}

<
1

2n
.

Z¸�{���{�)���ª� �'���;�ª���)� 	 Í Ò Ç â:Å Ê�Ç Ä�Å"Æ±Ã"Ä à�Í�á�Ë�Ù�Ç%×'Ê�Ç"Û Ð Ä à2Ø Å Ë�Ê�Ð�Ð Ò Ë�Ù"Ê�Ë 1
2

+ ε
2

ä
Í Ä�Õ Ð x ∈ Sn ÔÞËvÛÝØ É%Ê�Ë�Í$Û ä Ì Å Ç Sn ×8Ç Ä;Å Ë Å Ç"Ì�Ê�Ç Ù�Í Õ Ð Î Ç>Ð�ÛÝÇ.Ö Ê�ÇªÐ�ÛGÇ å;Ò Ë�Ê�ÐxéÌ�Ð Å"Æ�Ä/â'ã�Ó � Ä à2Ø Å Ë�Ê�Ð â à�Ç"à�Ë Ò Ê�ÇªÊ�Í;É%Ë�Ù"Ð Ä Ð�ÛÝØ ä à�Ç"æ Å Ç"Û Ã

E
∑

ζJ
i = m

(
1

2
+

ε

2

)

⇒
m

2
= E −

mε

2

Â³Ò Ð�ÛÝÍ$Ê�Ð2ÛGÊ�Í Ò Ë�Ù"Í;Ê Ä;Å Ù"Ç � Í$È�Ø � �$Ù"Ë�Ô Pr {α < Eα − δ} < Dα
δ2

ã \
Pr

{
∑

J

ζJ
i < E −

mε

2

}

<
4D

∑
ζJ
i

m2ε2
<

4

mε2
≤

4

n2

× Õ�â ×8Ç Ä�Å Ë Å Ç"Ì2Ê�Ç�È"Ç Õ�Æ ��Ð:á n Ô6ÉB×8Í Ä;Æ Ð Ä à�Ç Õ'Æ É%Ç"Ù�Ë,Ê�Ç ä Ì Å Ç�È Õ Ë å Ç$×!Ë Ò�â à�Ç"à�Ë Ò Ê�Ç��Ê�Í;É%Ë�Ù"Ð Ä Ð�ÛÝÇ Ä;Å Ð D
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