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�����2�"���������,�2�"�
q(k) ������� ���%���.���,�;�����;�$�)�8�������q�����2�������;�$���; ��,�"��  {0, 1}k →

{0, 1}q(k) �'� ◦ ¡£¢ �"� ¢ �,���$���,¤���¥e�;�" 2� ¢4¦
§©¨qª'«¬¨�­¯®]°4±³²�±

∃ 2k ´¶µ¸·�¹ ⇒ ∃ º)»�¼;½§©¨qª'«¬¨�­¯®]°4±¿¾4±
∃ º)»
À�Á¸Â;Ã;Ä�Å�Æ,ÇqÈ'É�ÊoÆ%ÈaË�Ì8Í�Ç�Î ⇒ ∀d ∃ kd ´¶µ¸·�¹©Á�Æ�ÍqÏ�Ð;Ç�Ç'Ã$Á

G(x) = f kd−k(x) ◦ B(x) ◦ B(f(x)) ◦ . . . ◦ B(f kd−k−1(x)),

Ñ Ë)Ð B ÒÔÓÕÅ'Î�ËtÇ�Ö�×ÙØtÍ�ÓÚË�Ì:ÈÛº)»
À f Á©Â$Ã�Ä"Å�Æ�ÇqÈ�É�ÊÜÐ;×ÝË�Ì8Í�Ç�Îq½Þ ®�­¯¨�ß�®2à�á¬¨â°4±³²�±¸ãä�.å��2�çæ"���'�çæ"�c�"�"�;���,�'è,�%�"���)�"è"�/é��{ê.ë�ì��q�2��í;�������'�.å ��� ¦î Ã.ï�Ætð)Æ�ÓÜÐ�Ì8ñ�Â�ÓÜò�Ã�ÓÜÐ;Ã/Å'ÐóÏ¯Öõô�½÷ö�½1ø ���;�"è G ¡ 2k �������o¦4ù ���%è"��ú;� f(x ◦ y) =
G(x)

���ó�8�
x
�

y ¡ ��������� k ¦�ø � ¢ �)åo�$�����2��� f ¡ �$�8�����;�"�� ��"���2é:é ¦ø �"���"èÙ�����t�û�]�;�;��èÙ���;�'���ýü�� ¢ � ¢ ���"�� ����Û�$ú{�,�;�8�������"���;�þ���ÿ�8�,��� ≥ 1
p(k)����éc��� ¢ ���"�" 2�"�$�Û���)�'�����"��� p ¦�� �"�Û���$���.�����;�t�©�2�"�Û����ü��$���"�����;�W�� ��������"��� ¢ �¢ �����" ����ä�������$�8�:��íB�'�$���;�2�{�2� G−1(G(x))

���"�$ 2�té:�"�����;�"è�¥
≥ 1

p(k)
¦���"�ó�!�] ��,���'�����,¥1ü��2�õ�������$�8�L�$�$�2�$ ��,���" �� �)�'�;�" ��2���£æ��%�8���Û�����B�'��ü��2������ æ"�; �ú;�W�$���"� �����$�

y
� �"���2������é��;�

z = G−1(y)
�õ�"�©�!��ú�� �B�8���2��¤2�"�A�$�B�'�

G(z) = y ¦	� ���'� y
�2�" ��.åÜ�'ú$�

G
�'�"�{�"�; ��.é2�����"�;��èÿí;�"���$�{�;�"æ"� �"�:é

≥ 1
p(k)
¦
� � ����*åo�

y
���$é:� �>�$�����"�"���"���"�"���þ�� ����"�������$ ������W ����;�� ��B�'���'�;�����$� ���

{0, 1}2k
�

���â�"�; ��.é2�"�2�"�;��è��û�2���â�"�a���"���)�]�
Im G

�y�;�"�;�)���)��é���� |ImG|
22k ≤ 2−k

�	� ¦ � ¦ ���$ �� �é:�"�����;�"èä�"�©�!�,��èÿ�B�8���2��¤2�Ý��� �����:�����������a���"�%�8���Ýí ¢ �;���"���;��¤����)��è"���þ���t�8� ��;ú  ��,�$���"�;��èÝ�{���,�'�2���"�����)��è"���"�Û�"�; ��.é2�����"�;��è"¥ ���â�"���"�%�8���Û�;�$���; ��,�"�� �� ¡���.åo�������.éäæ"� �2�,�'�����������)�'è"��� ¦'ø  ����"�2�"�" ��;����� � �"�$���'�2��� G ¡Ú�����o¦
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î Ãtï�Ætð)Æ�ÓÜÐ�Ì'ñ�Â;ÓÜò�Ã�ÓÜÐ;Ã�Å8Ð Ï�Öõô�½��q½�� ���.���)�8�Õ�8� ¢ �,åo�;�a����ü��$���"�"����������� (k+1) ��¸� � ���Ü�������"� ¡ kd �������Ü¦
ø ���;�"è f : {0, 1}k → {0, 1}k ¡ � �$�:�'è������ç�$�8���"���"�" 2�"���2é:é ���$ ��;�;�)���2�"� ¢ �2��$� �: ����2é2¥1üo�)é����'���2�����

B ¡ �$ú �� 2�%�8�����*æ"�2� ¦�ø � ¢ �,å��$���2�:�"� G(x) = f(x) ◦
B(x) ¡ í;��� (k + 1) �������o¦
ø ���;�"è ���;�t�'� G ¡ ��� ����� ��� ¦ � ¦ �;��ü��;�;�"�,�"�;� A

���)� ¢ �"�4�'�2���

|Pr{A(G(x)) = 1} − Pr{A(y) = 1}| ≥
1

q(k)

����é ��� ¢ �����" ��"�;�o�����"�$���:�'�$��� q ¦�� � �%�8�$�Û�¯�!�)�'è"�2�$��!ç�$� í;��� �"�$ ��.é:�"���"���"� ��� ��%�����,��è#"%$ Ð�Å8ò,Æ%È'& �(" ò,ÓÜÃ�Å�Æ%È'&�¦ �
ù �"�B�8ú;�G�"æ����%���.���;���2é
�

α = Pr{A(f(x) ◦ b) = 1|b = B(x)} = Pr{A(f(x) ◦ B(x)) = 1},
β = Pr{A(f(x) ◦ b) = 1|b = B(x)} = Pr{A(f(x) ◦ B(x)) = 1}.

ø �"� ¢ �,�'è ¢ � f ¡ ���; ��$���)�����"� ¢ �2���;� �2 ����2é�¥Aüo�,éÛ���'�2�2�"� ò,ÓÜÃ�Å'Î�É �"�$ ��.é:� ����"�;��è ���.å ���Ü���$ 2�$�����$�,�"è ���'�<�'�q¥1üç��� �"æ" ��)�%�"� �

Pr{A(f(x) ◦ b) = 1} =

Pr{b = B(x)} · Pr{A(f(x) ◦ B(x)) = 1} + Pr{b = B(x)} · Pr{A(f(x) ◦ B(x)) = 1}

=
α + β

2
.

) Ð�Å8ò,Æ%È ���$ ��.é2�����"���"è ¡ í;�"� ¢ � ¢  ��,� α ¦ �¯�þ�q���)��é2é ��æ�ü������;�"�
��æ��%�8�$��$���2�)�)�"è����2���a���â�B�� ����2���� ��"�"�������"� �����eæ"�;� ¢ �"���;�����"� ���"�B�'�B�8�����,�"�B�'è"�����;�"����'���õ�����$�8����� �ó�8�
A
���;�'�������������

G
� �������,�'�2é2�;���/é

α ≥ β � � �� ��������"����������q����� æ��%�8�$�G ����$�;���,�" 2�����,��è>�8 2�q�;�q¥R���*!����2�	�
Ã(f(x) ◦ b) = A(f(x) ◦ b)

� ¦�û�"�ó�!�
1

q(k)
≤ Pr{A(G(x)) = 1} − Pr{A(y) = 1} = α −

α + β

2
=

α − β

2
,

�*��� ���,���q���,�$� �)���$�" ��:�"�
A′ � ¢ ���"�� ����þ��� f(x)

æ��%�8�;�>��� ���$�8�2��è
B(x)

�

•
�"��æ" ��,�"è

b ∈ {0, 1}
�����:�����������c��æ" ��,�$�"�,+

•
�$�B�'�

A(f(x) ◦ b) = 1
�2��� ���©�!�,�"è

b
�������.�����"�©�!�)�"è

b ¦
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���"�ó�!�
Pr{A′(f(x)) = B(x)} =

Pr{b = B(x)} · Pr{A(f(x) ◦ B(x)) = 1}+

Pr{b = B(x)} · Pr{A(f(x) ◦ B(x)) 6= 1} =

1

2
α +

1

2
(1 − β) =

1

2
+

α − β

2
≥

1

2
+

1

q(k)
,

�:�"�>�� ��������"�" ��;���2� �"�"�ý�����2�"�
B(x) ¡ �" :�.�'�����þæ"�:� ¦
¡�¡�¡�¡ç¡�¡

���$���; �è�� ¢ �"�ó�!�Ü��� �q���$�;�c�;�� ��"�2��è (k + 1) ������� ���8� ¢ �,å��$�����2���
fkd

(x) ◦ B(x) ◦ · · · ◦ B(f kd−1(x)) � 5 �
é2�,��é2�;�"�/é

kd ���¸� �Ü¦
� ����� �)�' 2�q�A�B���q���:�'���$è����2�����$�$�¯�q���$¥A�ç�2�$�:�'� �"� ���%�������,��è ��� �B���q�����������æ��2�"�"�2��í;�������%���.���,�;�t�"�2���¯�$���"è��� ��������"��� ¢ A

� ¢ ���"�� ���� ���" ���!�� � �  ��,�%�����;�"è�¥���$ ��.é2�����"���"�$� �����.é�æ"�
ε = 1

q(k)

�Õ���%�'�����,�;�ä�"�����$�8�R�;�$���; ��,���" ��ä�,�ÿ�����q����� ��2���*�;�" 2� ¢ � ¢ � ¢ �"�"��� ���.å����Ü�� 2�B�8���)���"�2��è{�Ü�"�q�8�
fkd

(x) ◦ b1 ◦ · · · ◦ bkd � 4 �

� bi ¡ �����q�����2������æ"�2�"� ���o�;�:���{���"�$�2���2�"�
f ¡ ���$ ��;�;�)���2�"� ¢ �2�'�$� �: ����2é2¥1ü��,é���'���2� ¦�����$�;�����" ��2�c���'�<�'��üç�q¥\¤2�$���"� ¢ �ÿ ����;�� ��B�'���'�;�����4�8� ¢ ���"�" 2�"� � 5 �����"���"� ��2�$�����>�� ��;�" ��,ü����;���/éâ� � 4 � �

D0(x) = fk
d

(x) ◦ B(x) ◦ . . . ◦ B(fk
d
−1(x))

���

Di(x) = fk
d
−i(x) ◦ b1 ◦ . . . ◦ bi ◦ B(x) ◦ B(f(x)) ◦ . . . ◦ B(fk

d
−i−1(x))

Di+1(x) = fk
d
−i−1(x) ◦ b1 ◦ . . . ◦ bi ◦ bi+1 ◦ B(x) ◦ . . . ◦ B(fk

d
−i−2(x))

���
D

kd(x) = x ◦ b1 ◦ . . . ◦ b
kd

ø �"���"è pi = Pr{A(Di(x)) = 1} ¦ �û�"�ó�!�

ε ≤ |pkd − p0| ≤
kd−1∑

i=0

|pi+1 − pi|.

ø �"í��"�"�ý�{�;��ü��;�;�"�,�"�;� �)� ¢ ��� i∗
���2�"�

|pi∗+1 − pi∗| ≥
ε

q(k)
= ε′.
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� ���$¥©�!�A���,���q�����;�â�)���$�" ��:�"��� ¢ ���"�" 2��� ¢ ���"�� ����çæ��%�8���Õ�,�%�'�����,��èÕ�����;�" 2� ��$�������þ�������
(k + 1) ������� ��� �����q�����2�����â�2���$�B�Ý�ç ��)�%���"���"è"¥P�"�$ 2�té:�"�����;�"�;�

ε′′ = ε′

q(k)
¦ � �"�; ��.é2�"�2�"�;��è"¥ 1

q(k)

�q�B�t�'�������$�
i = i∗ ¦�� �)���$�����������$�8����� f(x)�

b
�;�" 2�"���c���" ��"� ¢ �	�

fkd−i(x) ◦ b1 ◦ · · · ◦ bi ◦ b ◦ B(f(x)) ◦ · · · ◦ B(f kd−i−1(x)).

ø ���;�"è z = f(x)
+ �"�2�A�:�"�

A
���%�'�2�����;�

Di+1

���
Di

�����%���.���,�;�t�A�2�"�W�"����%�'�����,�;� � ���$ ��.é2�����"���.é����4�8 ��,�$�2é2üç�������/éä���
ε′
���;�� �� ¢ �

fkd−i(x) ◦ b1 ◦ · · · ◦ bi ◦ B(x) ◦ B(f(x)) ◦ · · · ◦ B(f kd−i−1(x)),

¢ �,�"�" 2�q¥e��� �����;�" 2�"�:�'�ä�>�B���q�����,�8�;���'�*�����Û�!�)�'� b = B(x)
�����>���>�;�� ��"� ¢ ��"�q�!�

fkd−i−1(z) ◦ b1 ◦ · · · ◦ bi ◦ bi+1 ◦ B(z) ◦ · · · ◦ B(f kd−i−2(z)),

¢ �,�"�" ��)éd���)���q�����;���/éÛ�� ��a�"�"� å�� �����;�" 2�"�$���2�4�û�;���'�]����� �!�t�'�]�����:�����������æ"�2�
b ¦�û� ¢ ���*�"æ" ��,�%�"���;���d�����;�" 2�"�:�'�ç�)�'�$�� ��2�"��� ¢ �����" ���� ���;�8�,���������;�A�����;�" 2� ��$�������ä�������ÿ�>���$ ����"�ä�����;��� �8� ¢ �)�.�,�����'è"���"��� (k + 1) ���¸� � ���"�$ ��.é:�"���"���"è"¥

ε′′ ¦�ø  ��������"�" 2�$����� ¦


