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½:"ª"¯"«Á®�ª"¯lºÂª"Ã�°%Ä8ª"¦�"ª"Å"¬;¶�¥2n¾"¦/³4À�½2nª·¥:¼j¨�ª"¦$«�¤'§n¬;Æ¥�ºÂ¬;²�²�ª·ª"²�§:´n£ÁÇ�¤'ª"È>ÉÊ§n¶:Ë
¤�¥·¼"ª"½�¬�l¨�ª$Ä�Ä'¬�¤8§,n¾1¨2¥�¦$¾"ºÂª�ªn�£�¤'¥�¦;«·´.ÌÍª ¬$¦�"¾A¨�ª"¦B¤8§,"¾�¦;ª"¯"¦;nÅ"¬$²2²�ª"¬Î¨�¥�¦$¾nºÂª
)§,¿4À'½2"ª"¯n«Ï®�ª"¯Ð²�¬Ê¦;ºÂª"ÃÊ¨�ª"²2³:"¾�À�½2nª ¸�"ª ¨�ª"¦�¤'§)¤8§Ð²�¬Ê£A¤'¥�¦$§2´
Ñ ¤�³�¸;"ªnÃ$ª^¥©¥�¦;¨�ª,¤'¾,Ç$°"¬�"¦/³*Ò�¥�ÓÊ¶�ªnÅ�§,³©¨2ª%Ä'¨�¥�¦$¾2´:ÔÏ²2¬$Õ�¬;¦;"¾^ªn¯n±�¬<Ä8ª"¦;,°`¨:Ë

²2« È©¿:¤'Ö1½
v
¥�¦;¬$¿�¶�¬�"²�« È*¿:¤'Ö1½

s
´`ÉÊ§n¶:¤'¥ ºÂªc×�¬;ÆÄ8§nÅ�§,n¾j£A¤�¥�¦$¬�²�§�¨�ª$Ä8¨�¥2¦$¾

¶�§,Ç%²�« ¬�Ä8ªn¿2°`ºÂ¬$²2n«·´:µ·¶�¥^¸�"ª"º�ª"²�¼�ªn½�¬;Æ¨�ª"¦B¤8§,n¾Æª,Ê¬$Õ ¥�ºÂ¬;²�¥Ð¿:§,¿`ªnÈ:ËØnª·Ä8¶:°�Ë
Ã;ª"È¹Ä8ª"¿2°`ºÂ¬$²:VÙÚÅÛ"ªnºÏ¦$ºÂ« ¦B¤'¬nÀs½2"ª�ª"²�²�¬ ºÂª.×^¬��Ä8§,"¾*¬$Ã;ª�¬$Õ>²�§�¨�ª$Ä8¨�¥�¦;¾�Ü�´
Ý «Þ¼�ª,"¥�º À'½2nª"¯"«�°Û²2¬$Ã$ª>¸;nª ¨2ª"½2"¥�²�¬ÊºÂª"Ã�¤'ª>¨�ª,¤�°`½�¥:"¾"¦/³´
ß §n¿àªn¯"« ½�²�ª�Àv°�²�§n¦>¬$¦�"¾á¨�§n¶�§nºÂ¬;n¶Z²�§cÄ8¬�×�²�ªn¦;"¥

n
´ÍâÏÄ!§)¤'¾n²�¬$È2ãj¬$ºäºÂ«

ªn¨2°"¦;¿:§,¬$ºå¨�§n¶�§,ºÂ¬;"¶2«
1n
¥

1 æ/ç<è/é/êë6ì�ì�í�î8ï6é/èñð À,¿�ªnnª"¶�« ¬�¦;½�¥2)§nÖA"¦/³Ð¨2°`¯,¤'¥2½�²�« ºÂ¥¥*Å"¦/³2¿�¥�È4À�¿2nª>×�¬�¤8§n¬�cÀ'ºÂªc×�¬;>¨�ª,¤�°`½�¥:"¾�¥`¼�²�§ÐÅ,¼�ª$Äs´
ò )§n¿4À'¯"ª)¤'¬$¬·"ªn½�²�« ¬Æª"¨�¶�¬<Ä8¬�¤'¬;²�¥2³´

ó^ô�õsön÷Âö�ø�ö`ùsúsöÞû	üÚýÿþ����!ö����	�sú�
*õ������� ô��÷Âôsú��"ö������������������! "�#�%$&�'�)(&*)+, 
 .-0/&+,12+��4365�57cü µ·°n¦;n¾

G, S, V 8 Ä'¬;"¬;¶�ºÂ¥�²�¥2¶�ª"Å�§n²2²�« ¬å¨�ª,¤'¥�²2ª"ºÂ¥�§)¤'¾n²�« ¬
¨2ª>Ån¶�¬$ºÂ¬;²�¥�º�§,ãj¥�²�«ÏÌ�¾"Ö1¶�¥�²�ÃB§:À�)§n¿�¥�¬Æ½2"ª'9

• G : (1n, rg) 7→ (s, v)
À

• Ss : (α, rs) 7→ ∆
Ù6ÇBÄ8¬$¦;¾

α 8 ²�§,ãj¬Æ¦;ª"ª"¯n±j¬$²�¥2¬nÀ8§ ∆ 8 ¨�ª$Ä8¨�¥�¦;¾�Ü�À
• Vv : (α, ∆, rv) 7→ 0

¥`¤'¥
1
À
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• ∀α Pr
rg ,rs,rv

{Vv(α, Ss(α, rs), rv) = 0} = 0.

� ô�õ���Zùsö�ù�úsö©û4üÚý�ü µ·ª"¿`§,× ¥2"¬,À"½2nª�Å·¸�"ª"ÈÐ¦�¼�¬;ºÂ¬1ºÂª.× ²�ª·¦$½2¥2)§,"¾�¨�ª$Ä8¨�¥�¦;«�Ë
Å�§n²�¥�¬1¥Û¨�¶�ª"Ån¬$¶�¿2°ÐÄ8¬;n¬$¶�ºÂ¥2²�¥�¶�ª"Å"§n²�²�« ºÂ¥4À�c´ ¬n´

rv = rs = λ
ÙÚ¨2°n¦;)§,³�¦�"¶�ªn¿:§"Ü�´

âGÄ!§)¤�¾"²�¬$È:ã�¬$ºG¯n°%Ä8¬$ºÁ¥�Ã$²�ªn¶�¥�¶�ª"Å"§,"¾>²�§)¤'¥2½�¥�¬
rv

¥
rs

´
óÐô�õsön÷Âö�ø�ö�ù�úsöåû4ü��Áþñù��`÷ ö�Zù��� �sú
�õ�������� ô���÷ ôsú��	� 7cü�� )§>¦�¼"¬$º�§^²�§,Ç$«�Ë
Å�§n¬;n¦/³*²�§cÄ8¬�×�²�ªnÈ4À�¬$¦B¤'¥

∀ASS ∀p Pr{ASs(v) = (α, ∆) : Vv(α, ∆) = 1} <
1

p(n)
.

� Ä8¬$¦;¾
p 8 ¨�ª)¤'¥�²�ª"º À A 8 ¨�ª)¤'¥�²�ª"ºÂ¥�§)¤'¾"²�§)³�Å"¬;¶�ª.³2n²�ª"¦;n²�§,³Ûªn¶�§n¿2°.¤'¾"²�§,³>º�§)Ëã�¥�²�§ÐÌ�¾"Öl¶2¥�²�ÃB§2À�¥�¬$È*Ç.§n¨2¶�¬;±j¬$²�ª>Ç.§n¨�¶�§,ã�¥�Å"§,"¾>ª"¶�§n¿:°c¤

Ss

ªÐ¦;n¶�ª"¿�¬
α
´

óÐô�õsön÷Âö�ø�ö�ù�úsö�û4ü�� þ ��÷Âù��'õ�����������Lù��`÷Âö�Zù���� ��ú
�õ��������Lô��÷Âôsú��	� 7cü
� ¼�¬$º�§Ê²�§,Ç$« Å�§n¬�"¦/³ ª%Ä'²�ª"¶�§,Ç$ª"Å"ª"ÈÀ"¬$¦B¤'¥�¿Ðª"¶�§,¿2°.¤�°

A
¶�§,Ç$¶�¬;ãj¬$²�ª�ª"¯"¶�§)±^§,n¾"¦/³

"ª,¤'¾n¿`ª>ª$Ä8¥�²*¶�§,Çn´
óÐô�õsön÷Âö�ø�ö�ù�úsö^û4ü���þ

l(n) � ���,õ�2ù�ú ��ö�ùsù���6�sú�
*õ��������ô���÷ ô�ú�	�&�
l(n) � 365�57cü

! ¦B¤'¥åÅ"¦$¬^Ån«�ã�¬$¨2¬$¶�¬;½�¥�¦�¤�¬$²�²�ªn¬©Å"¬$¶2²�ª Ä�¤�³å¦�"¶�ª"¿¹Ä�¤'¥2²�«
l(n)

Ù6ÅÛ½�§n¦;n²�ª"¦�"¥4À
S
¨�¶�¬<Ä8²�§,Ç$²�§.½�¬$²ànª,¤'¾"¿�ª*Ä�¤�³ ¨�ª$Ä8¨2¥�¦$« Å�§,²�¥2³ )§,¿�¥:¼ ¦;n¶�ª"¿4À�§

A·
ºÂª.×^¬��Ç.§cË

Ä!§nÅ�§,n¾¹Å"ª"¨2¶�ª"¦$« ªn¶�§n¿2°.¤�°å"ª)¤'¾"¿�ªá¨�¶�ª�)§,¿�¥�¬©¦�"¶�ª"¿2¥'Ü�Às"ª¹¦�¼"¬$º�§á²�§,Ç$« Å�§n¬;)Ë
¦/³

l(n)
Ë�ª"Ã;¶�§n²�¥�½2¬$²�²�ªnÈåÙÚ¥:¤�¥

l(n)
Ë�ªnÃ$¶�§n²2¥�½�¬$²2²�ª"È�²�§cÄ8¬;× ²�ª"ÈÀ�¬$¦�¤�¥�"¶�¬;¯"ª"Å�§,²�¥�¬

)§n¿�ª"È�²�§cÄ8¬;× ²�ª"¦�"¥�¦$ª"¯,¤�ÖqÄ8¬$²�ª�Ü�´

���#" $&%��('Æ���*),+ ¡�� �©�(%Ê�.-
Ý «Q¨�ªn¨�«�)§n¬$ºÂ¦/³áÄ8ª"¿`§,Ç%§,"¾*¦�¤�¬BÄ'°`Ö1±j¥�Èà²�§,¯"ª"¶åÓÆ§n¿2"ªnÅ Ù6Å"¬;ÇBÄ8¬Ð¦�¼�¬;ºÂ« ¨�¶�¬<Ä�Ë
¨�ª,¤8§nÃB§,Ö1"¦/³�²�§cÄ'¬;× ²�« ºÂ¥'Ü�´
C ´Aµ·ª0/21*3�ºÂª.×�²�ªÐ¨�ªn¦;"¶2ª"¥2"¾ ª$Ä8²�ª"¶�§)Ç%ª"Ån°`Ö ª"Ã$¶�§n²�¥�½�¬;²�²2°`Ö547686!´
� ´Aµ·¶�¥�ºÂ¬$²2¥�Ål¼�¬�ã�Ë�Ó·°`²�¿�Ò2¥�Ö»¿^¦$ª"ª"¯,±�¬$²2¥�ÖjÀ,¨�ª,¤�°`½�¥�º�¥2Ç ªnÃ$¶�§n²2¥�½�¬$²2²�ª"È 89 ²�¬;ª"Ã$¶�§,²�¥�½�¬;²�²2°`Ö;:<4=686�Ù6ª$Ä8²�§n¿�ª�À"¬;¦�¤'¥>47686^¯"«�¤8§Êª$Ä8²�ª"¶�§,Ç%ª"Ånª"È4À"ª$Ä8²�ª)Ë¶�§,Ç$ª"Å"ª"È�ª"²�§^¥*ª"¦;)§,²�¬;n¦/³'Ü�´
? ´Aµ·ªn"ª"ºå¨�ª)¤�°`½�¥�º À�½2nªÆ¬;¦�¤'¥Ð¬;¦;"¾Æª$Ä8²�ª"¶�§,Ç%ª"Å"§,³@476868À�¿`ª,"ª"¶�§)³Ð¨�ªnÇ%Ånª,¤�³�¬�
¿�ª%Ä'¥�¶�ª"Å�§)"¾>¦$ª"ª"¯,±�¬$²2¥2³4À�¿�ªnnª"¶�« ¬Æ¼"ªn.³�¯"«ÿÅ�Ä8Å�§^¶�§)Ç.§jÄ�¤'¥�²�²2¬$¬Æ¦%§nºÂ¥:¼
¿:¤'Ö1½�¬$È4À�nª ¬;¦;n¾�¥*ºÂ²�ª"Ã$ªn¶�§,Ç%ªnÅ�§,³.476868´
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� ��� �Q�¹���Æ�.%������ %Ê¢ ��	q�.%Ê��¡�
�� ���.%Ê¢ ��^��� %

� ö,�'õsö����àû4üÚý�ü���� w�x^�
f ��������� l � }'|/~'y�{'|�� � m = l(n)

� � |/~8|%��y��

G(1n) = ((u0
1, u

1
1, . . . , u

0
m, u1

m), (v0
1, v

1
1, . . . , v

0
m, v1

m)),

�<�)�
ui

k ∈ {0, 1}n
�! #"�$�u,{% »w ~ � z`u'&�{% (� |)"�$�u)�,|�� � vi

k = f(ui
k)
�+*A|$�)�)��,-�

S(α1 . . . αm) = (uα1

1 , . . . , uαm

m );

V
�,|cw�x^unxÐ|.z:{'|A}'$8|c�n�.$'y�x^� � z:xÐ| ∀i f(uαi

i ) = vαi

i

� � |/~ � z:�;{�{�u)/Ð��|.{'w;x0$ � �21�y�/
/'�$~3/'�;xÐw�/å{�un�!,B�ÿ{'|)&å|.�){'|4$�uc�,|c�n|)&

l(n) 57698%8 �
:�|.��uc�)unxÐ� ~8��w�xÐ�n|)� µ·¶�¬<Ä8¨�ª,¤�ªc× ¥�º À�½:"ª>¸;)§@47686ÛÅnÇ;¤'§nºÂ« Å�§n¬�"¦/³*¦·Å"¬$¶2ªc³:"²�ª)Ë
¦�"¾"Ö

ε
´ Ñ ¤�³�ÅnÇ�¤'ª"º�§l²2¬$ºÂ¥�²2°n¬$ºÂªÊ²�¬;ª"¯%¼�ª$Ä8¥�ºÂªÊª"¯"¶�§,"¥2n¾

f
¼�ª,.³^¯"« Ä�¤�³^ª$Ä8²2ª"È

¥:Ç�¦�"¶�ªn¿
vi

k

À�¨�ª"¦;¿�ª,¤'¾"¿2°©¨�ª$Ä8¨�¥�¦$§n²�²�ª"¬Æ¦$ªnª"¯n±�¬;²�¥�¬�Ä8ª,¤�× ²�ª�¼�ª,.³�¯"«ÿÅ ª$Ä8²2ª"º
¯n¥2"¬�ªn%¤'¥�½�§)"¾"¦/³»ªn Ç.§n¨2¶�ª"¦%§�¿ ª"¶�§,¿2°.¤�°"´qÉ�"ª"¯"« ªn¯"¶�§,n¥2"¾ /21*3ÊÅ ²2°�×�²�ªnÈ
²�§nºÞnª"½�¿�¬

y
À4¦;Ã$¬;²�¬$¶�¥2¶2°"¬;º ¿`¤'Öl½�¥áÇ.§nºÂ¬;²�¥�ºÏÅ�²�¬;º�ª$Ä8²�ª�¥2Ç

vi
k

²�§
y
Ù
k
¥

iÅn« ¯"¬$¶�¬;ºà¦�¤�°:½�§nÈ�²�« ºZª"¯n¶�§,Ç%ªnºÎÜ<;�¨�¶�ªnºÂª%Ä'¬�¤'¥�¶:°"¬$ºZ¦�)§n¶�ª"Ã;ªj¨�¶2ªn"¥�Ån²�¥�¿`§2´%= w ~'y
¨2¶�¥�ª"¯"¶�§,±�¬;²�¥�¥^¿�ª"¶�§n¿2°.¤�°Æ¨�¶�ªnn¥�Å"²�¥2¿^²�¬�¦;¨�¶�ª"¦;¥2Ê²�§n¦

f−1(vi
k)
ÙÚÅn¬$¶�ª.³2n²�ª"¦�"¾

¸�"ª"Ã;ª 8 1
2

ÜBÀsnª¹ª"²à¨�ªn¨�«�)§n¬;n¦/³ Å"« ½�¥�¦B¤'¥2n¾�²�§nº
f−1(y)

¦ Å"¬$¶�ª.³:"²�ª"¦�"¾"Ö 1
mÙ6¸;nª 8 Å"¬$¶�ª.³:"²�ª"¦�"¾�À�½2"ª ºÂ« °`ÃB§cÄ!§)¤'¥ nªZºÂ¬$¦;nª�À�ÅZ¿�ªnnª"¶�ª"º�¯n°%Ä'°� ªn%¤'¥`Ë

½�§,"¾"¦/³ÁÇ.§n¨2¶�ª"¦*¿Gª"¶�§,¿2°.¤�°V¥G¨�ª$Ä8¨�¥2¦$« Å�§n¬;ºÂª"¬�¦;ª"ª"¯n±j¬$²�¥2¬.Ü>¥Á¦ñÄ8¬�¤'§n¬;Z¸�"ªà¦
Ån¬$¶�ª.³2n²�ª"¦�"¾"Ö

ε
´ ò nª"Ã$ª>ºÂ«�ªn¯"¶�§,n¥�º

f
¦ÊÅ"¬;¶�ª.³2"²2ª"¦;n¾"Ö

≥ ε
2m

´
� ôsõ���Zùsö`ùsúsö�û4ü��4ü�> ª"¶�º�§)¤�¾"²�ªáÇ.§n¨2¥�¦%§,n¾àÅ"¦;¬*¸�"¥ÁÅ"¬$¶�ª.³:"²�ª"¦�"²�« ¬�¶�§n¦$¦�°�Ë
×^Ä8¬;²�¥2³4À�°`½�¥2n« Å�§,³�¨�ªn"¬;²�Ò�¥�§c¤'¾"²2°`Ö Å"ª,Ç%ºÂª.×�²2ª"¦;n¾ Ç.§,Å"¥�¦$¥2ºÂª"¦;n¥áºÂ¬;×^Ä'°�¦$ª,Ë
¯n«�"¥2³2ºÂ¥4´

� �.? �Q�¹���Æ�.%������ %Ê¢ ������	q�.%Ê�*¡�
�� ���.%Ê¢ ������ %

ó^ô�õsön÷Âö�ø�ö`ùsúsö�û4üA@àþ�-CB���� �� "�DB�$ �4E *)+�+ /��� ./��$�� E ($�- �)�DB%$ E ��1 ���DF��%- E /HG 7cü � ¬�ËºÂ¬;È�¦;nÅ"ªÛ¼�¬;ãÆË�Ó·°`²�¿�Ò�¥2È ¯"¬�Ç ¿�ª,¤2¤'¥2Ç%¥2È 8 ¸�"ª*¨�ª,¤'¥�²2ª"ºÂ¥�§)¤'¾n²�« ¬jÄ8¬;n¬$¶�ºÂ¥�²2¥:Ë¶2ª"Å�§n²�²2« ¬�§c¤'Ã$ª"¶2¥2"ºÂ«
σ
¥

H
¥�¦;¬$ºÂ¬$È2¦;"Ånª©Ó·°:²2¿�Ò�¥�È

{hζ}ζ

À2)§n¿�¥�¬Æ½2nª
• σ : (1n, rσ) 7→ ζ

À
• hζ : {0, 1}∗ → {0, 1}l(|ζ|)

À
• H(ζ, x) = hζ(x)

À
• ∀A ∀p Pr{A(ζ) = (y, y′) : hζ(y) = hζ(y

′), y 6= y′} < 1
p(n)

,

ÃñÄ'¬
A
¥

p 8 ¿`§n¿�ª"¯n« ½�²�ª�´
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� ô�õ���Zùsö�ù�úsö û	ü��4ü µ·ª"¿`§,Ç%§,"¾�À8½2nª©¦;°�±�¬;¦;nÅ"ª"Å�§n²2¥�¬�� 3���� Å,¤�¬$½�Õ�Û¦;°�±�¬;¦;nÅ"ª,Ë
Å�§n²�¥�¬7/21*3 ´
� ö��8õsö���� û	ü��4ü ��� w�x^� � {�u"wÊy��Ê��� xÐw�/å{�un�)���ÿ{�u)/å|.�c{'|�$�u)�,|c�,u / |c�7$�un{�y�z:�;{ 5{�u)/ 6 8%8 y
	 ����������7���%5 �������������������� ����� 	�� �7��� ���! "���#%$ w©|.�){�y��LyVxÐ� � �Ï�©}'| 5~8y�{'|��Ê|��

l
y2�©y�&à|.}'$8�;�)� ~!��{�y%&!'n�)( � �)� � }'|.�c}�y'w  ��,u,x^��y }'$8|c�n�-$�/'x^��{'� w u 5�Æ|åw$|c|)"+*Ð�;{�y'� $ xÐ��}'�-$'� }'$8|.y2�,�n|/~'��{'|)& �;~'y�{% ,' � u-&'��. 50/ � {��21�y1� |.x {'�;��|32

�$��{'|��Æ�.$
ζ $ w$�B�;{'�.$'y'$8|c�,u,{�{% #&»w ~ � z`u'&�{% (�Y|)"�$�u)�,|��4' �,�c~5� z:y�� �

s
y»�

v
�

� |/~ � z:�;{�{�u /�|.�c{'|4$�u)�,|c�)u)/ 6 8%8 " � �,��x }'| 5 }'$8���ÿ{'� � � {�u,�',<��{'|)&8�
:�|c��uc�)unxÐ� ~'��w;xÐ�n|)� âqÇ;¤'ªnºá²�ª"Å"ª"È�¦�¼�¬;ºÂ«ÁªnÇ$²�§.½�§n¬�cÀ"½2"ªlºÂ« ¤'¥�¯"ª�²�§nÈ`Ä8Õ;º�¿�ª,¤2Ë
¤'¥2Ç%¥2ÖjÀ2¤'¥�¯nª ÅnÇ�¤'ª"º�§n¬;ºÁ¦�)§n¶2°`ÖQ¦�¼"¬$º °*¨�ª$Ä8¨�¥2¦$¬$È´
� ô�õ���Zùsö�ù�úsöåû4ü��sü Ñ §,"¾ÐÓÊª"¶�º�§)¤�¾"²�ª"¬lÄ8ª"¿`§,Ç%§,"¬B¤'¾"¦�"Å"ª�´

���76 8 ��� 	 ���.%9�����;%·¢ ��^��� % �.% � �q�����Æ� 9;:=<?> @2� �BA
��.%Æ�Û¢DCFE ¡  �*��¡��?GIH

â�ª"ª"¯n±j¬�Ë "ª>ºÂªc× ²�ª>ª"¯"ª"È:"¥�¦;¾ ¥I� 3�����À'²�ª�Ä�¤�³*²�§.½�§)¤8§Ð¨�¶�¥2Å"¬BÄ8Õ;º ¦�¼�¬;º °"À8ª"¦$²�ª)Ë
Å�§n²�²2°`ÖÏ²�§KJ�LNM�3 À2¨�¶�¥2½�¬$ºV£A¤'¥2¦$¬�¨�¶2¥`Ä8¬;n¦/³Û¼2¶�§n²�¥2n¾>¥Û¨2¬$¶�¬<Ä!§nÅ�§,n¾^Å"¦$Ö�¥�¦;nª,Ë
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