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x ² y ¡;¥"¥§¬"­§©;¬"¡�¬"­"©;³�³�¥X ´¡B��µf¶�¢§·�³�±�©¸¦" f¹¬§± ²�º ¬§¥"¨»µ½¼d©�¥"³� ¾¨ª¥"¿�µf¬_À�¥"¡;±��8¢,¬§Á¸°8Â2µf¿{°8Â2µf¿;µ º ¢ º  2©�¹�³2 �¦§µ%°8ÁÃ¡$¥"¥"¦,Ä�©�¹³2 2ÅoÆ6³�© º ¥§¬§¥"Â�±�©¸ÇÈµ:³ º�É  � Ê¥§¬Gµf¼�©ËÀ�¥,��µ:¶2©$³�³�±�¯Ê¡$¥"¥"¦,Ä�©$³2 �· ²  ®��¥ º ¢)�'Á"³�¥§· 2³�ÇÌ¥"Â�¨Í¢ É  2 'Î�Ï
Ð®Â�©;Ñ;µ.�'Á.¬)¢,¬"© º ¢,¼�°8¢,Å� :Ñd¡;¬§¥"Â�¥"³�À�¥)��µf¶�¢§©;¬y³2© º ¥§¬"¥§Â2µf«Ò¡$¥"­,¹¨ª©;¡;¬§³�¥�­"±�¶2 �¡��'©;³�³2µf«ÓÇÈµf³ º�É  �« f(x, y) ²2º ¥§¬"¥§Â2µf«´�'¥ º ¢i�'Á"³�¥>­"±�°!¢§©�¬iÏÔ ¥�À�¥"¡���©1À�¥)��µf¶�©$³� :ÅqÕ;¬§¥"·qÇÈµf³ º�É  2 �¥"³�  ¨ª¥"¿;µ�¬�À�¥"À�±Ö¬)¢)¬"Á"¡/Åqµ�Ñ$³�¢,¬"Á×¶2¬"¥,¹³2 �¦§µ%°8Á>©;Ä�©ÌÀ�¥>³�¢ º ¥"Àf�'©$³�³2¥"·�À�Â2 � �¡;À�¥,�'³2©$³� � �À�Â�¥§¬§¥ º ¥,�8¢� �³�ÇÌ¥"Â�¨Í¢ É  � 4Ï
ØdÙ�ÚÜÛ§ÝªÛ�Þ�ÛfßÜàÜÛÓá
âäã�âÈå Â�¥§¬§¥ º ¥,�æ³�¢)Ñ%±�­�¢§©�¬"¡/Åæ³�¢.°8©;¼ ³�±�¨ ² ©$¡��� ½³� ç¥$°8³�¢Ë :Ñ¡�¬"¥"Â2¥"³�³�©Ì¨ª¥.¼d©�¬>µ�Ñ$³�¢,¬"Á ³� �¶�©;¿$¥ º Â�¥"¨ª©Ì¡;­"¥"©$¿;¥ ¥,¬"­"©�¬)¢2Ï8£�¥,�'©;©�ÇÌ¥"Â2¨Í¢)�'Á"³�¥2èé ��Å��'«1¦"¥"·��A�' �¡;±

A
 Ë£�¥§¦�¢

B
¨ª¥.¼ ³�¥*À�¥�³2 �¨®À�¥§¡;¬"Â2¥" 2¬"Á�¬)¢ º  �© A′

 
B′ ² ¶2¬§¥

A′(x, f(x, y)) ≡ A

B′(y, f(x, y)) ≡ B

êÍë�ìÈÛ�í�ë2ß�àÜÛQá!âäã'âïî ¬"¥V¥§À�Â�©B°'©��'©;³� �©{³�¢.°8©;¼ ³�¥"¡�¬" Ã°���ÅGðòñ$ó>ôõ¹�ö2÷"ø�ñ$ðúù�Æ6À�¥"¶2¬§ 
¶2©$¡;¬§³�±�¯�Î>���' �¡$±û _£�¥"¦�¢2è»¥§³� ¸¶�©;¬ º ¥]¡��'©<°'µf«1¬ËÀ�Â�¥§¬§¥ º ¥,��µ ² Ñ%¢ü 2¡ º �'«1¶�©$³2 :¹©;¨S¬"¥"¿;¥ ² ¶:¬"¥VÑ.¢,À�¥"¨ª �³�¢,«1¬ýÀ�Â2¥"¨ª©;¼>µ�¬"¥"¶�³2±�©�°!¢§³�³�±�©� çÀ�¥"¡B�'©�Ñ%¢§­"©$Â:þ�©$³2 2Å
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À�Â�¥§¬§¥ º ¥,�8¢�¨ª¥"¿�µ�¬{À�Â�¥$°8¥)��¼� :¬"Á{¶2¬§¥,¹ ¬§¥{­"±�¶� 2¡���Å:¬"Á�Ï�£�±�­�¢§«A¬{©�Ä�©qó
��� ô��$ô ÷���ðÆ6Ñ;��¥"­"Â�©<°8³�±�©.Î ²'º ¥,¬"¥"Â�±�©Ì¬"¥)�'Á º ¥d°'©��8¢§«A¬�­§ f° ² ¶2¬§¥  �¿;Â�¢§«A¬�À�¥>À�Â�¥,¬"¥ º ¥,��µ§Ï
ê�ë�ìÈÛ�íÜë�ß�àÜÛ�á!â��4â�� ¡�¬"Ád¡$À2¥"¡$¥"¦d¡;­"©$¡�¬" *À�Â�¥§¬§¥ º ¥,�'±ç°���Å�À2¥"¶2¬" y¶�©;¡;¬§³�±�¯yÀ�Â�¥)¹¬" �­"³2  º ¥"­ º À�Â�¥,¬"¥ º ¥,�8¢,¨ý°���Å�Ñ;��¥"­"Â�©<°8³�±�¯!Ï���¥.¼ ³�¥�À�¥"¡�¬"Â�¥§ 2¬"Á º ¥"¨ªÀ� :��Å2¬"¥§Â ²
º ¥,¬"¥"Â�±�·�¦§µ%°8©;¬�À2Â�©$¥"¦§Â�¢,Ñ%¥§­"±�­�¢,¬§Á�¥$°8³� {­d°8Â2µf¿$ 2© ² ³2¥ µ*³�¢§¡�Õ;¬§¥"· º ¥"³�¡;¬§Â2µ º ¹
É  � *³�©Ì¦§µ%°8©;¬ ² À�¥,¬"¥"¨»µy¶2¬§¥d°���Å*³�©$©Ì³2µ�¼ ³�¥>Ñ$³�¢,¬§Á
�;ñ���÷)¹���ø�÷���� ñ! �""ñ�#���÷f÷�$6ð;Ï

�>�&% ')(�* �y�,+.-/+102+Ì�
3 ¬)¢ º4² ¨ª±�¯�¥§¬§ �¨{³�¢i°'©;¼ ³�¥�­"±�¶� �¡B�' 2¬§Á1ÇÈµf³ º�É  2«×Ï4��¥.¼ ³�¥�¡$¶� 2¬)¢)¬"Á ² ¶2¬§¥AÇÈµf³ º ¹
É  2Å�À�Â�©<°8¡;¬)¢,­,�'©$³�¢×­Ì­" f°8©�¡�¯�©;¨ª±ÈÏ å ¥§¡;¬"Â2¥" �¨ËÀ2¥�³�©;· ³2© º ¥§¬"¥§Â2µf«¾Ñ%¢§À2µ�¬)¢§³�³2µf«¡�¯�©$¨»µy *À�©;Â�©;þ��'©$¨½©;©ï°'Â2µf¿$¥"·�¡;¬"¥§Â�¥"³�©,Ï
Ð�Õ;¬§¥"·�¡�¯�©;¨ª©�À�¥ Â2©$¦"Â�¢,¨{¦§µ%°'µ�¬ï¦"©;¿B¢,¬"Á ³�©�³�¥)�'  º  � �©B°8 2³� �¶ º   ² ¢ º ¢ º  �©�¹ ¬"¥³�©$­"©<°8¥"¨ª±�©�Ñ%­"©;Â2µ�þ º  4Ï,�_ 2¨ª©$³�³�¥ ² ¨ª±Ë¡$¥"À�¥§¡;¬)¢§­" 2¨�¦" 2¬)¢§¨�³�© º ¥§¬"¥"Â2±�©Ö¡���µf¶�¢,·:¹³�±�©Ì¡;¬"Â2¥"¶ º   w0 ²w1

°��' �³2±
n
Ï

Ô ¥ º ¢ º ­§±�¶� �¡���Å2¬"ÁG¿$©$·:¬G¥§¬_¡;¬§Â�¥"¶ º  �5 é ��Å Õ�¬"¥"¿;¥G¦§µ%°8©�¬G¡;À�© É  �¢)�'Á"³�¢,Å¬)¢§¦,�' �¶ º ¢ (wi, uj, vk) ² ¬)¢ º ¢,Å�¶2¬§¥ k = i ◦ j
Ï

6 ¥"³2©$¶�³�¥ ² ³2©��'Á§Ñ;Å�À2Â�¥"¡;¬§¥�¬)¢ º À�©$Â2©B°!¢§­"¢,¬"Á×¬§Â�©;¬§ �·�¡;¬§¥,�'¦"© É ¬)¢§¦)�' �¶ º   ² À�¥)¹¬"¥"¨»µ_¶2¬"¥ý¬§¥"¿ò°!¢ý­"Â�¢§¿�¨ª¥i¼�©;¬]°8¥§¿B¢i°!¢,¬§Á"¡/Å ²Öº ¢ º ¥"·½Õ�¬"¥¸³�¢V¡$¢§¨ª¥"¨Q°8©B�'©�¦"±��¿$©$·:¬�  º ¢ º  �©�¦" 2¬§±¤À2Â� 2þ��� �©$¨»µ�³�¢ ­,¯"¥$°ÜÏ4Ð�¨ª©;¡;¬§¥�Õ;¬"¥§¿$¥�¦§µ%°8©;¨½À�©$Â�©<°!¢§­�¢)¬"Á¡;¬"¥)�'¦"© É Ewi(Euj (vk)) ² ¿ò°'© E
¹oÕ�¬"¥�¢)�'¿;¥"Â� 2¬§¨ º ¥$°8 �Â�¥"­"¢§³� 2Å>³�© º ¥,¬"¥"Â�¥§· º Â2 �À:¹¬"¥"¡; �¡;¬§©$¨ª±Ê¡ÈÑ.¢ º Â�±Ö¬"±�¨ º ��« ¶�¥"¨�Ï

ê�ë�ìÈÛ�íÜë�ß�àÜÛËá!â�7	â Ô µ�¼�³�¥�©�Ä�© ² ¶:¬"¥"¦"±½°���Å�¬)¢ º ¥"· º Â� �À:¬"¥"¡; �¡;¬§©$¨ª±Ê¦"±���¡$À�¥)¹¡$¥"¦yÀ�Â�¥§­"©$Â� :¬"Á ² À�¢§­§ :�'Á"³�¥q�' ü¨ª±QÂ�¢§¡ º ¥$°8 �Â2¥"­�¢)�' ]¡��'¥§­"¥�Ï î ¬§¥"¿$¥*¨ª¥.¼�³�¥�°8¥)¹¦" 2¬"Á§¡/Å ² ³�¢,À�Â� �¨ª©;Â ² À�Â� yÀ�¥§¨ª¥§Ä�  º ¥"³2¬§Â�¥,�'Á§³�±�¯y¡;µf¨ª¨�Ï��*¥i¼ ³�¥d©�Ä�©ÈÀ�¥§¬§Â�©$¦§¥,¹­�¢,¬"Á ² ¶2¬§¥"¦"±Êµ º Â2 �À2¬"¥§¡$ �¡�¬"©$¨ª±Ó¦"±��' �°8 2Ñ!8o« ³ º ¬"³�±�©>¨ª³�¥.¼d©$¡�¬"­�¢ º ¥$°8¥"­ °���ÅÂ�¢,Ñ%³2±�¯ º �'« ¶2©$·4Ï
ê�ë�ìÈÛ�íÜë�ß�àÜÛGá!â:9Üâ ��¥.¼ ³�¥q¬)¢ º ¼�©>À2¥"¡;¬§Â�¥" 2¬§Á�À�¥%¯�¥.¼  �·�À�Â�¥§¬§¥ º ¥,�V¡� �¡;À�¥,�'Á)¹Ñ%¥"­�¢,³� �©$¨ º Â� �À:¬"¥"¡; �¡;¬,¬"©$¨ª±¤¡È¥§¬ º Â�±Ö¬"±�¨ º �'« ¶�¥§¨ ² ³2¥>Õ�¬"¥>¡��'¥.¼ ³�©$©,Ï
Ð�±�¯�¥$°8³�¥"·¸¦" :¬{¡�¯�©;¨ª± À2¥,��µf¶� 2¬§Á�³2©�¡���¥i¼ ³�¥�¹ ³2µ�¼ ³�¥{À�Â�¥§¡;¬"¥�À2Â� �¡��'¢,¬"Á

À�¢§Â�± ¦" 2¬"¥§­ ¡È¡;¥"À�¥"¡�¬)¢§­,�'©;³�³�±�¨ª { �¨_¡;¬§Â�¥"¶ º ¢§¨ª 4Ï; ¡�¬)¢)�'¥"¡;Á�Ñ.¢§À:µf¬)¢)¬"Á{­,¯"¥$°8±Ò¡;¬§¥"Â�¥"³4Ï�Ð�¯"¥%°'³�±�©�¦" :¬"±Ò¡;¬§¥"Â�¥"³2± ² °8©B�8¢§­§þ×©$·¡�¯�©$¨»µ ² À�Â�¥§¡;¬"¥ º ¥$°8 �Â:µ:«A¬"¡/Å¾¡$¥§¥§¬"­"©�¬"¡�¬"­§µf«1Ä× �¨ª ®¡�¬"Â�¥§¶ º ¢§¨ª 4Ï å Â�¥"¦)�'©$¨Í¢�¡$¥­,¯�¥$°8¥"¨V°8Â2µf¿;¥"·�¡�¬"¥"Â�¥§³�±ÈÏ Ô ©��'Á§Ñ;ÅyÀ�Â�¥"¡�¬"¥ À�Â� �¡B�8¢,¬"Á>À�Â�¥,¬" �­"³2  º µy¥"¦"©È¡�¬"Â�¥§¶:¹
º   ² À�¥,¬"¥"¨»µ�¶2¬"¥�¬"¥"¿ò°8¢�¥§³*¡;¨ª¥.¼d©;¬>­"±�¶� 2¡��' 2¬§Á ÇÈµf³ º�É  �«®°���Åq�'«1¦"¥"¿$¥d¡;­"¥"©;¿$¥­,¯�¥$°!¢ ² ¢�Õ;¬§¥�¡B�' 2þ º ¥"¨G¨ª³�¥"¿$¥2Ï�<È¬§¥"¦"±¾Ñ.¢§­"©;Â2þ� :¬"ÁqÀ�Â2¥§¬"¥ º ¥,�{³2µ�¼�³2¥  �¡;À�¥,�'Á)¹Ñ%¥"­�¢)¬"Á º ¥"³�¡�¬"Â2µ º�É  2«>=/?�� ô�@fô ÷���ð
AB�C�,ø�ðD$6ñ!� °���Å½À�©;Â�©B°8¢i¶2 ¾­)¯�¥$°8³�±�¯æ¡�¬"Â�¥§¶�© º­§¬"¥"Â2¥"·�¡�¬"¥"Â2¥"³�±ÈÏ
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� ���' �¡;±�Æ��:ñ;ø� �ñ��/ÎÍ©;¡;¬§ÁÈ°8­§©�¡;¬"Â2¥"¶ º   b0, b1 ∈ {0, 1}n ² ¢ µ�£�¥"¦"¢�Æ ��ñ��;ñ$ô�@§ñ��/Î ©$¡;¬§Á¦§ 2¬
i ∈ {0, 1}

Ï å ¥"¡���©�Ñ.¢§­§©$Â2þ×©$³� :ÅdÀ�Â�¥§¬§¥ º ¥,�8¢!��ñ��;ñ$ô @"ñ�� À�¥,��µf¶�¢§©�¬
bi ² ¢"�:ñ;ø� �ñ!�

À2¥,��µf¶�¢§©�¬ þ× 2þqÏ
#%$'& Û�Ú)(�ÝªÛ�ßÜà�ÛGá!âäã�â+*�,.-0/213,04657498:/2;=<=<'>@?BAC4ED	FHGC/ID2ACJ�FK/2AML	N'O'P.N)QRLTSVU�S	W3X
Y 4Z8:;04C,043D2A@-749<=A\[];=^_1�/	8`;=acbd,.-749AC43eK4T5)f
êÍë�ìÈÛ�í�ë2ß�àÜÛ á!âhg4â Ô ¢ý¡$¢§¨ª¥"¨�°'©��'© ² °'¥"¡;¬)¢,¬§¥"¶�³�¥_À�¥"¡�¬"Â�¥" :¬"ÁGÀ2Â�¥§¬"¥ º ¥)� °���Å¡�¬"Â�¥§¶�© º °��' �³�± C ² ¢�À�¥§¬"¥§¨_Ñ.¢,À2µ"¡�¬" 2¬§Áq©$¿;¥ À�¢,Â�¢)���'©B�'Á"³�¥2Ï
C Ïi�:ñ$ø� 2ñ��A¿$©$³2©$Â� �Â:µ"©;¬

(e, d)
 yÀ�¥"¡;±��8¢§©�¬

e
�Añ!�$ñ;ô�@"ñ!�Ij µ"Ï

� Ïk�Añ!�$ñ$ô @"ñ!��­"±�¶� �¡B��Å�©�¬
ai = e(r1)

 
ai−1 = s(r2) ² ¿ò°'© s

¹dµ§¡$ :��©$³�³�±�·
���§ó2#�� ñ!� ²�º ¥§¬§¥"Â�±�·X­§±�°!¢§©;¬_¡���µ:¶�¢§·�³2µf« ¡;¬"Â2¥"¶ º µ¾ 2Ñ Im e ² ³2©$¥§¬%�' 2¶� :¹¨»µ:«Ò¥,¬y¥"¦"Â�¢,Ñ%¢q¥"¦"±�¶�³2¥"·ü¡;¬"Â2¥"¶ º  4Ï å ¥§¬§¥"¨l�Añ!�$ñ;ô�@"ñ!�ÌÀ�¥"¡$±��'¢§©;¬

(a0, a1)�:ñ$ø� 2ñ��Ij µ"Ï
� Ïi�:ñ$ø� 2ñ��ï­"±�¶2 �¡���Å2©;¬

cj = bj ⊕ B(d(aj)) ² À2¥"¡$±��8¢,©;¬���ñ��;ñ$ô�@§ñ��2j µ
(c0, c1) ²  �'¥ º ¢)�'Á"³2¥>­§±�°!¢§©;¬ À2µ§¡;¬§µf«Q¡;¬"Â2¥"¶ º µ§Ï

m Ïk�Añ!�$ñ$ô @"ñ!�A­§±�¶� �¡���Å�©;¬
B(r1) ⊕ ci = bi

 y­"±�°!¢§©�¬
bi

Ï


