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���,���/�7�/�,�
NP * P/poly �����*� ��� �/�����&� NP 6= P ��� �/� �&� �,���&� �1� ���1�s  � � �¡�*�¢ � � � �,�!£ � �,���/�7�/�,� ��� �,�¤£*�&¥¦���6�s� NP �*�§� ��� ¢ ��¨�¥©�,� � ��� � ��� � � � ¥=¨ ¢ � �1ª ¥ � ���  �&��� �/� ���&� � O(n2) �p«��&�¬�*�©���&���1����� ��£ ��� �����,� � ¥� i¨,�/� �&��­ � � �,���� i�s�z�/�&�&� ª® �,� � ��¯ � � � ���s�p���/��� �"° �,� �I� ¥±�²����³ ���1� �!£ �

´iµ·¶¹¸�º�¸�»·¸�¼¹½¹¸[¾�¿xÀÁ¾�ÀÃÂ ¨,��� � � � � � Size[f(n)]
�s�z���1�~£*�&¥¦��� ª��Ä� ��� � ��� � � ª � �2Å

� ¥� $¨ ¢ � �&ª ¥ � �Æ��  �1� � � � � �p� ���&� � O(f(n)) �
ÇÉÈËÊ&Ç ÌXÍiÎ¦ÏEÐÒÑ¤Ó ÔvÕÆÖÉ× Ð²Ö�Ô�Ø#Ù Ú~ÕÛÑÜÔ©ÔÝÖÜÞ ß²Ö¤ÕÆà²Ð²ÖÜÏEà$á

ÑÃÕÆÙÜÐ²Ö¡â à²Î¦ãÒÑ¡ãiÍ~à²à
ä ¸�å�å�æç¾�¿xÀÁ¾�À

Σ4P * Size[nk] è2ésêÒé)ë¦ìpípî+í k ï
ð í�ñ�òmópò�ôËõöéz÷�ø2ôËù�ípïÉú �/��� ��� �2� ª �É��  �1�û� �/� ���&� � nk ���1� � ­�� ���/�)� �*� �1� ª �Éü ¢ � � Åý ��³ � �7� ª ���!£s���s ¬���/�)�,���Ò��� ���1��ª ¥�  c · k · log n

¨,�*��� ª���þ
� � � �*� � � ¢ � � �1� ª ¢ � �
� � � �,¨ � �/£ÿü ¢ � � ý �*£ ����� � ����� �i�p£ �*���+� �2�p� ª � �1� �*£ ª\ª � �z� ¨ ¢ � �&ª �,³E��  �&� ¥
� �/� ���1� � nk � ���,���/¯ �1�¦��� ���6� �z� �Ë�*� � � � �,¨ � ¥� ²ü ¢ � � ý ��³²� � ¯6�*� ª Σ4P �
þ � ��� �,� �¦�·� �,�û�p�/�]�s�/�V� � ¨��p£ �*� � ���&� � �/� � � ª � �&� ¥�  ü ¢ � � ý ��³]��� ª ���&�s��/�
c · k · log n

¨,�*�,� ª�� ���Ò� � � � ��¯ � �²¨,¥©���$������� � � � � ª � � � � �p�)� � � � ���p�)� � ¥ �
� ���2�)� � ¨,�*��� ª��Á� � �*� � ���&�
�zªËª � �z� �p��¨/�)� ý ¥`���1��� ��� ���1�,��� �����1ª ¥ � ���+�)� � �,�2�,�ü ¢ � � ý ��� f

� � � � ����� � ¨ ¢ � �1ª �,³I��  �&� ¥ � �/� ���&� � nk � � ª  �� � �m  � �)� � ¥ n
� ��¯ � �¤¨,¥©�,���7� � ���&� � ���2� �'� ¢ � ��� � �,¨ � �/�7� �
	 ∀ ��  �&� ¥ c �Á� �/� ���1� � nk

�
∃ ª  �� �

x ��� ��� � ¥ n
� ��� ��£Æ������� � �,�1� f(x) 6= c(x) �
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� ª,�+�z�1�M� � ��� ��¯ � �1� ª,�6� ���&� � �/� � � ª � �&� ¥� Pü ¢ � � ý �*³P�������,³ Å�� ��¨ ¢ � � ��� � Å�1�,� ª ¥ � �*�2�)� � ¥¦³ � � � £ � �,� � � � ��� � ���&�x� � � ���&�����,� � ��ü¤� ��� �&���*³ � �"«��&�*�&� � � ��� Å� � ��� � � �M� ��� ���&� � ­ ¢ �.� � ® �,� � ¢ � � � £ � � ¢ ���&ª ¥ � ���2�)� � ¢ � � � � � ����� � ¨ ¢ Å� �&ª ¥� û��  �1�E� �p� ���&� � nk
ü ¢ � � ý � � f

�¬� �����'�z� �)� � £s�7¥¦� L
�s�/� ��� ��¯ � �2� ª ��2�)� ª*��� �Ë���/�,� � ¥�  ® �p�6ü ¢ � � ý �s£ �*� � � � � � � ��� � � ���&� � � 1 ��� � ª � � £²�1� � �,�&� �

y ∈ L ⇐⇒ ∃f :











∀c∃x : f(x) 6= c(x)

∀f ′ : (∀c∃x : f ′(x) 6= c(x)) =⇒ f ≤ f ′

f(y) = 1

° �,� ª ¥ � �/¯ �1� � �¤� ��¯ � � �*�&���1� ���7�p�,�~�����

y ∈ L ⇐⇒ ∃f ∀c∀f ′ ∃x∃c′ ∀x′ :

f(x) 6= c(x) ∧ ((f ≤ f ′) ∨ f ′(x′) = c′(x′)) ∧ f(y) = 1.

�Æ¥ÿ� � ���&�p�)�~£*�&¥¦� L
�*�

Σ4P � �����,� � ¥¦³ ���Ã� ��¯ � ��¨,¥©�,�Ë� � �*�7� � ��  �&� �,³ � �/� Å
���&� � nk � � � � ���#� � � �1��� � ¢ � �Ë�p�����,³6£*�7¥¦� � ������� � ¥¦³ ���É� ��¯ � �Ü¨,¥¦�*����� � ���&� ���  �&� � � � � �/� ���&� � O(nk) ��Ý���7� �! 1� ��  �&� ¢ c � �/� ���&� � C · nk−1 � �Ü��£ ��� ������� � �,�1� n0 ª,�1��� � �x� �,� C ·
nk−1

0 < nk
0 � Â �*�&ª � �)� � � � ¢ � � �1� ª ¢ � � ª  ,� � x � �)� � ¥ n0 �/� �É�����,� � � � c(x) ���&ª,�1�sÅ

� � ���1­ � � �Æ��� � � � ¢ � ��� � � � � � � ¯ � �,�1��� L ��" � �+� � ª �/� � �)� � � � L /∈ Size[nk−1] �
#væ�å�¸%$¹æ�¼·½¹¸ ¾�¿xÀ ¾�À'& � ® �,�,�1� ��� �+� �+� ¢ � � �"� �,� Σ4P * P/poly �
(Ü»·¸�º*),+�-z½¹¸ ¾�¿xÀÁ¾�À

PH * Size[nk] è2é*êÒézë¦ìpímî+í k ï
«·�&���1� � � ¥ ª �1�,�1���m£ � ��� � � � �,¨ � �p�,�,�!£ ¨/�)�s¯ � � NP �p� ���s�p��� ª ¨,�/� �&� �&�s��� Å

� � � ¢ � ª,�1� ¯ �z�1� � � 	
. ¸%/z¶¹¸�å�æ\¾s¿xÀÁ¾�À

Σ2P ∩ Π2P * Size[nk] è2ésêÒé)ë¦ìpímî2í k ï
ð ímñ�òmópò�ôËõöé)÷�ø1ôËù�ípï � �*�+�z� �p�)��¯�� �]�*� ���,� ª,� � � 	�� ¢ �2�,� Σ2P∩Π2P ⊆ Size[nk]
� ��£ ��� ������� � �,�1� k ��« �,� � ���s�z���1� NP ��� � � � � � � ���!£���  �&� � � � � �/�)� � � � ���p�)� � � Å�&� � �/� ���1� � ��° ��� ª � �1�� �Ü���/���z� � � � �/�)� � � � ���p�)� � �,³6� �&� � �  s��� � � Σ2P∩Π2P

� � �¦� � � � ý � �10 � �Ä«·�&� �7� � ¥ �¦� PH = Σ2P ∩ Π2P ⊆ Size[nk] � � � ����� ª � ���+Å
� � ���
#væ�å�¸%$¹æ�¼·½¹¸ ¾�¿xÀ ¿xÀ32 � �p�)�,�1� ��� ¥ � �,¨ � �/�7� �3� ��¯ � � � ���s�p���/���\¨��/� �&� �&�s�)� Å
� ¥ � ¢ � ª,�1� ¯ �z�1� �*£ � � �Û�7� � � �E�z� � �/��� �m�)� � � � ��  �&�d� �/��� � � � ���m�)� � �,�1� � �/� Å
���&� � � ��£$�s�z���1�7� NP ª � �&�� �Ë���/���z� � � � �/�)� � � � ���p�)� � �,³$� �1� � �  s��� ��� �,�/��� Å��� � � Σ2P ∩ Π2P �)� �6� � � ZPPNP � � � �p¯ �Ü� �  �1�s�)� �*�&����" � �+� � ª �/� � �)� � � �
ZPPNP * Size[nk] � ��£$� � ¨,�,�&� k �
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ÇÉÈËÊ!È ÌXÍiÎ¦ÏEÐÒÑ¤Ó ÔvÕÆÖÉ× Ð²ÖÜÔ�ØÃÙ
PP

Â �É�s�z���1�&� ª§� �/��� � � � ���m�)� � �,³¡� �1� � �  s��� ���1��� ³ �� &� �¡�s�z���1� ¢ PP � � � � � ��� � �¦�
� �,� ª � �z� ��³Ò�s� �*���+� ¥ � ¢ ���s Ò� � � ý ��³Û¨,¥���� � ���s�p��� � �Ë�+� �+� ¢ � � �&� 	

PH ⊆ PPP � � � � ���1� � « � � � �
� �,�Ë¯ ��ª,�*�&� £ � PPP = P]P �

& �¡� � � ���&� ¥��a� � � � � � ¥E� � � �&�¦�)� ��� PSPACE
� ���&� ��� � � �&� ���s�,� ª,� ¥¦³

�*� ���,�����p�¬�������
	��
��� � � �*� PSPACE � �¤���s�p¯ �&� �2� �'� ¢ � � �&� 	
. ¸ /)¶¹¸�å�æ ¾�¿xÀ ¿xÀ

P]P ��� õ&õ2ô ��� ôËõ���ò�ñ�ô � ù ������� �zí�ôËímñ�í�éTø����! #"�$%��& í � � ó
P]P ï
ð í�ñ�òmópò�ôËõöéz÷�ø2ôËù�ípï � � � ���&� �1��� � � � ¢ 	��
�('*)��
��� �\�`� � � ­��&� � � � �1� ���*��� ª,� ¥¦³
�*� ���,�����p� � �¡��£ ��� � ª,�&� ��� ��� � � � � � � ¯ � ���1�,�±�2��� ª � x

£*�&¥¦� ¢ L ��� ��� � �/� � � Å
ª � �&� � � ¢ � � ­ � � �,³ � �,¨/�z� � � � � � ³P� � ��� ¢ �)� � �*� ]P

� � ��¨����p� � � � ³ � �/�)� � � Å
� ���p�)� � � �Ãª,���1� £ q(n) �s� ¥ � ¢ ¯ � � � �,�!£ ª �&� �z� ³��1� ª ���+�����
	��
���-,��)� ­ � � ��£ ª ¥ Å
� ���2� �1� �*£ ���&�*� � ���&� �p��. � �/� � � ý ¥ ���� �Ëª ¥ � ���+� �&� �s£ �*� �,�*� ª � � £*���!£ � � � ��� ���&�*� ¥ � ���/�)� ý � � K �
� �/� ���1� ��� Å��� � �,�1� ª ¥¦¨ �1���&�\� ��� �z���&�/� �¤� � ¢ (A, b) � �&�,�2�p� ª � �1��� ¢ � �*� � �/� � � ý ¥ A

�$�1��� Å��£ � � b � ¨ ¢ �z�1�E� �p�7¥ ª �/���0/ í(�zí21Ëõ � � �s�)� ñ�í(�3�zõ2ñ�ô � í � �x� �+�)� perm A = b � �
� ézí / í � ª���� �/�,� ª,� � � �2� ¢ � � �/� Â � ª�� �,� ª �&���p��£ � � � b � �6� �*�&���'�z� �,³ ª � ��� �,�Ü�
�*�&��� � �*�&� � �i��� ������� � �,³ � �/� � � ý ¥ A � ���(�2	��
�Ã¨ ¢ �z� � � ¥©�p�/���,�!£ � ��� ¢ ¨ �'� �*��� ª��� �¦��� ��� � � � � (A, b)

 ,� � � ­ �/£ �4·�/�1�)��¯6� �T���1��� � ���1� � � �/� � � ý ¥ A = (ai,j)1≤i,j≤n � � ���&�*ª �,³=�2� � ��� � �� �/� ¢ � � � perm A =
∑n

j=1 a1,j · perm Aj � �¤� ��� �,�1� � ���(�2	3��� � ��£]���/¯ � �,�1� j
�*� ���2�)�/�,� bj = perm Aj � � � � ª��&� � �ÿ� � ª,�&� �2� ª � b =

∑n

j=1 a1,j · bj �
° �,�²�,¨ � � Å�*�&� �*� � �p�)� � � �  ,����£ ¨,¥a� �)� �,³ � ���� ,�,³ � � � ¥T� �*�+� � � � � (Aj, bj) ª �+� ¢ � � �/�� �2�)� � � � � (A, b)
¨,¥��z� � ���� ,�,³ �

" ü¤� ��� � � ¢ �1�T� ��¨,� � U = {(Aj, bj)}
n
j=1 � ���,��� ª � ��¨,� �*� U

�&� �z�1� ¯��*���!£ ,����£¬¨,¥ �zª � ® � �&���1� �p� � ¨ ¢ �z�&� � � ª �,� � £s�,�~�+� �+� ¢ � � ¢ � � ���1� � ý � �Ü� �Ý���7� �! 1��s�
U �zª,� � � ¨�¥ �~� � � ¥ (D, d)

�
(E, e) � " ü¤� ��� � � ¢ �&�d� �/� � � ý*¢ C(x) = x ·

D + (1 − x) · E �xþ � ��� �,� �¦�"� �,� �  ����1��� � ���1� �$£ ª ��£ � ���!£ ��� �,�1� � � �1� � � p(x) ��2� �1���&� �¡�����,� � �,�&� ��� ¨��/�)� ­�� n � ��� ��� �,�&� � �����2	3�
� ��� ���2�z�p�,�¤��� ® ü¤ü¤� ý � �1� �,¥® �,�,�1� ��� �,�1� � � �1� � � & � � �/����� ¢ £ � � � �&��� �/��£ ý � ���  ,� � � ­ ��³5�����2	3�
���*�����z���&�&�
P]P ® �,��� �)� �z�/��� ª �&���1�,��£ � ��� �& �p��� � ���(�2	��
� �*� ���2�)�p����� ® ü¤ü¤� ý � �1� �,¥ ��� ���/�,� � ���&� ��� �,�1� � � �1� � p̃ � � � � Å
ª��&� � �¦�v� ��� p̃(0) = e

�
p̃(1) = d ��° �,� ª � �&�� � ���7�)� � � �û��� ���&� � � �&� � p̃

���
6�798�:#;�<>=#8?=
@ ;�<>@%:
A
B
C

A = (ai,j)1≤i,j≤n D�E
:
8�F�8HG
I
8�@%JKI L2<%L

perm A =
∑

i∈Sn

∏n

i=1 ai,σ(i) M
N
FO8

Sn P N
:
Q
E
E
<SR
JH8?T

E
8?:#8�JH@!<%=

D
R
D
L

1..n U
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��� �,�&� � � �&� � p = perm C(x) ª �2� ¢ � � ���¹� �2���P �����£V¨,¥3� �z� �Ò�*� � � � (D, d)
�

(E, e)
¨,¥��z� � ���� ,�,³ � ��¥¦¨ �&���1� �2� ¢ � ��³ � ¥ � ��¨ � �/�&� � ® � �1���&� � r � � ­�� �&�¡���p�)� Åý � K � �$��� ���1� � � ® �,� �zª,�#� � � ¥ ªi� ��¨,� ��� U � ��� �z� ¢ � � � ¢ (C(r), p̃(r)) � � � �¢ �2��� ª ��� p 6= p̃ � r £ ª ��£ � ���!£~��� ���*�&�]���1� ¢ � �&ª ���&� � �/�)� � � � � p− p̃ � �2� �1���&� �i��� Å�,� � ���&� �*� ¨,�/� �&� n � � ª,�1� ��£*� � �,�1��� �`��� ¨,�/� �1� n

|K|
��«��1� �7� � ¥ �¦��� �+�)� � �/¨,� � U�&� �z�&� ¯Ë�m� � ����  ¢ �±� � � ¢ � �,�¡� � ���2� � � � �*�7� ��� �,�&�¡�*� ���1���&� �*£�� ª,�1� ��£*� � �,�1��� ��s�/� � � � � � ¢ � 1 − n

|K|
ªË�� 1�=��� �*� ¢ �,�2� ª ¢ � �$ �����£Æ¨,¥±� �z� � � �)�7 ��/£ � � � � ����,�+� ��� � ª ��� ���1� �*£ ® �,��³�� ���1� � ý �*� ��� ¨,�/� �&� n � �/� ��� ��¨,� � U

¨ ¢ �z� ���1�,�1��� Å£*�,�Ë�*�¤� �z� �,³ Åg�'� � � �2� ª,�1��� �,³ � � � ¥ (A′, b′) ��� �2���Ò�*�� �� �z� �/£ � � � � (A, b)
¨,¥��z�

� �)�7 ��,³ � �,��� (A′, b′) � �)�7 ��~� ª,�&� �m£s� � ���1�,� �3�������1���&� 1 − n2

|K|
� � � � �� &�ÿ� �/� Å

���&��� �/� � � ý ¥ A′ � � �+� � � � ý*¢ ���&� � ­��©� �p� ���&� �#���� �� �z� �,³ � �/� � � ý ¥ A �m« �/��� ��,¨ � �/�&� � ��� � � � ¢ ��� � ª,�&� ���¬��� ����� �*� � ���1�,� � � � ¥ � � �p� � � ý � ³ � �/� ���1� � n � ¥� ª,� �)� �ç� � �p�)�,�1� ��� ��³ �7� � � ��� � � �/� � � ý � ³ � �/� ���1� � n − 1 � & � � �1� �&� � ¥ �¦�
� ¥ ¢ ���&�1�a��� � ª,�&� £s�,� �*�&��� � �*�&� � � �/� � � ý ¥ A � �/� ���1� � n

� ª��&� ��£*� � �,�2�,� �� ­ ��¨���� �*� ¨��/� �&� n3

|K|
��M ,� �)�6� �/¨,���,¥ �����
	��
��� �²���/�)� ��� �1� ª �Æ�7� ��� �,�1� ª � � �/� ���1� ¥ � �/� � � ý �"� ��£���/�,� � ¥�  ª ¥ � ���+��£ � �,�!£ ���1��� � ���1� � �	�������*�&ª �,�� ,� � £*� q(n) � & ª,�1� ��£*� � �,�1��� � ����/�,� � ��³ 	��
�('*)��
� � � ª,�&� �s���,¨ � � � ���*� ¢ � �1�s�p��� ª�� � ��� � � x 6∈ L ���*�¡�*���&ª ¥ ­ � � �

q(n)3

|K|
� Â �,� �Ý� �Ò� � �&���û� �*���+�z� �)�*��� � � �  �� � £s����³ � �/� ���1� ���/�)� ý � K � �X�,�Æ¯ �

ª,���&� £ �  �� � � ­ �*³������
	��
� ª � � � � �6� � ��¯ � � ¢ ¨ �+� �*�,� 	3�
��' )����
� , �

Â ���*�+�z� �)� � ��� ���,�,���/��¥Z�,� � � � �1� �)� �sÅ 2 � � ¢ �x��ú ��� ª � � �*���!£ � � �1� �)� �
ª � �1� �,� ¢ � � � 2 � � ¢ � � ��� � ª,�'� �)� ª 	
´Ëµ·¶¹¸�º�¸�»·¸�¼·½¹¸~¾�¿xÀ ¿��

MA 	 MA2 
 µ¹¶ /�+�/���/�»�
�� ¸�¶�»�½¹¼����~¶�+��	¶��mÀ�� �7¥¦�
L ∈ MA �	� �2���V� ¢ � � �1� ª ¢ � �û�p�/��� � � �/�)� � � � ¥ p

�
q � �~�p���*¯ �6� � ­ � � � M �

� ��¨,���p� � �i�p£ � � ª � �   ª  �� � �p  � �/�)� � � � ���p�)� � � ��ª,���&� £ �,� ��� � ��£ ª � �   x ª,�1��� ��2� �'� ¢ � � �1� 	
x ∈ L =⇒ ∃y ∈ {0, 1}p(|x|) : Pr

z∈{0,1}q(|x|)
{M(x, y, z) = 1} > 3/4,

x /∈ L =⇒ ∀y ∈ {0, 1}p(|x|) : Pr
z∈{0,1}q(|x|)

{M(x, y, z) = 1} < 1/4.

� � ª � � £ �*� ü¤� ��� �p��� � � � � �&� �)� �E��� ���&¥��z� � � � �,���/���p� � ���,�1� ª � � � 2 � � ¢ �x�
� � � ¨ � �,�1� ª ��� �1���p�)�,��� � �/� � � ��� ��� ¢ �)��� � ª,�&� £ � � � �&� ��Ò�m¯ � � � �,���/�7�/�,� � � �¦� �+� �+� ¢ � � ¢ � � � � ý � � � �p� �,� � �m¯ � ��� ��� ¨,� ª �p�,� �m� ��� Å¨,¥ ��� � x ∈ L ª,�1� ��£*� � �,�1���Ü� ­ ��¨,��� ¨,¥��z� � � ª,� � � ¢ � �Ü��° �,�/� � ��� �1� ����� � � � �sÅ
� ¥¦³ � ª � � ��� � � ¨ ¢ �z�&� �,¨,��� � � � �/��� MA � �Ë�&� ����� � � � ��� ¥¦³�� MA2 �
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x ∈ L =⇒ Pr
z∈{0,1}q(|x|)

{∃y ∈ {0, 1}p(|x|) : M(x, y, z) = 1} > 3/4

x /∈ L =⇒ Pr
z∈{0,1}q(|x|)

{∃y ∈ {0, 1}p(|x|) : M(x, y, z) = 1} < 1/4
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MA = AM
E

ä ¸�å�å�æ$¾�¿	À ¿xÀ[n � �)õ1è � í!ézí oMõ �����qpSr ôËí PP ⊆ P/poly p���� õ1õ1ô � õ&ø1ôËí PPP ⊆
MA ï
ð í�ñ�òmópò�ôËõöéz÷�ø2ôËù�ípï ���,�1���/�)�,� ¢ ���/¯ � �/£ � � ­ � � �~�*� PPP

��� � �  � ª � ��� �,�1¥ �� � ��� ¢ � ¢ �*� PP ��� ¨,�/� �1�Ý���1�û� �/��� � � � ���m�)� � �,³ � �)� � ¥ � � ���1�&� P]P = PPP ⊆
P/poly � � �z� � � � �1�s�p�7��� � �V£ ª ��£ � �,�!£ � ��¨�� � ¥a��  �&�¦��ª ¥ � �*�2��£ � ��� � ��� ª,� ��¥� � ��� ¢ �z�i�*�¡�s�z�/�&�7� PP � � ª  �� � �m  � �)� � ¥ ��� ¨,�/� �1� poly(n) ����/�7� �! 1� � � � �&� ���s�,� ª,� ¥¦³ ��� �����,���/� � ��£6���z���&�&� P]P

� ���(�2	3���
� � � �*� P]P ������ ��� ¨ ¢ �&�¦�#� �,�,¨�¥ � �(�2	3��� ��� � � ��� �s�d���1��� � ��� � ���p�)�,�+�=� 	3�
��' )����
� � �¦�#� �	��
��' )���� ��� �ç���/¯ � � � � ª �  &� ��¨ � �/� �&� ���ç� �����
	��
��� ¢ �����&¥��z�p�±¨�¥ ® � ¢ �*�1�,� Å
� � � � � ��� � � ¢ � � �/�)� � � � ���p�)� � ¢ �3� ��� � ¢ � � � � � � �¹� �,� ��� � � �p�)��¯ �&� ���P�p� Å�*�s �� ��� ¨,� ª � � ��³� ,� � � ­ ��³ ���(�2	3����¨ ¢ �z� � � � Åg���*� ¯ ���&� ¢ ª �&�,�2�,��£ � ��� � �,���/���/���
�*� � � � � � � ¯ � �,�2�,�Ò�2�)� ª ��£*�7¥¦� ¢ � � � �)�7 ,�,³ � �(�2	3����¨ ¢ �z� � ª �  �p���¬¯ �i� �,³ � � ��Û¨,�/�)� ­ �,³ ª,�1� ��£*� � �,�1��� ���¦«·�&� �&� � ¥ �¦�  ,� � � ­ ��³ ���(�2	3��� �����1ª,� �/��� � ���!£ ª��¨,¥ ��� ¢ � � � ­ � � ¢ �*� P]P �
«·�&���1� � � ���7� ª, &� 2 � � ¢ � �§� � �&� �)� � � �¦� 2 � � ¢ � ¨ ¢ �z� � � � �z� �)� � � ª �/��� 	��
��' )���� �

� � ª,��� �1�,�Æ�,¨ � �p� �&� ��³ � ���(�2	3���
� ¢ 2 � � ¢ � ¨ ¢ �)� �û�*� � �/�����7� ª �/�,�Æ��  �&� ¥ �·��� � Å�+�z� ��� ¥ � � �&� ��� � � �dª �7� � � �X� � � �p� �$ª ¥ � �/� ���1� �*£ �*� ���,�����p�z� � ° ���\��  �&� ¥¨ ¢ � ¢ � � �/� � � ý �&��� ¥ � ��� ���1� �*� � � �&� �����
	��
��� � �Ý� �,�1���p�)�,� ¢ ��� ��� �,�1¥ 	3�
��' )����
� �
� ��� � � � ��� � ¢ poly(n) � � P]P ⊆ P/poly ��« ����� � �,¨ � �/�7� �¦� PPP = P]P ⊆
MA �
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PP

� �1��� ³ �� &�I���1� �,� ���+� �2� ª,�1��� �~�Ò� � � �&��� � ¢ � � �&� ¢ � ��� ¢ � ª,�1� ¯ �z�1� � � 	
. ¸%/z¶¹¸�å�æ\¾s¿xÀ��xÀ

PP * Size[nk] è2ésêÆé)ë¦ì/ímî+í k ï
ð ímñ�òmópò�ôËõöé)÷�ø1ôËù�ípï � �*���+�z� �/�)��¯ �&� ��� ��� ��� � ��£ ��� ������� � �,�1� k ª ¥ � �p� � £ � �,�!£
PP ⊆ Size[nk] � � ���&�1�
	

PH ⊆ PPP ⊆ MA2 ⊆ PP,

�Á� �,�+� �+�)���&�Üª �s� �É���&� � � MA2 ⊆ PP
�.� �   � � ��� �1�s�p£û� �&��� � 9 � � � � � ����� ¢ � � ª�&�s� ¢ PH * Size[nk]

� ���&�1� PP * Size[nk] �
ä ¸�å�å�æ\¾s¿xÀ��xÀ

MA2 ⊆ PP ï
ð ímñ�òmópò�ôËõöé)÷�ø1ôËù�ípï � ¢ �1��� L ∈ MA2 ��� ���,¨,¥ ¢ ���1� � ­ �*�,� ª,�&� ��£s� � �,�2�,�É� ­ ��¨ Å��� 2 � � ¢ � � �Ýª ¥ � �/� � � �3� �&� ��� � ý �+� ¢ � ¢ � � � � �z� � � �\� �1� ¯ �~� �,���/���p� � ��� Å�1� ª � � � �&� �)� � � �*� �&���/���,��� � �/� � ���/¯ � ¥¦³ � �p� � � � ��� � ¥ ª �/£ � � ��� �����~��� � � ª � ���¥¦¨ �&�*�&� ��� ª�� � �
ª �1� �*�&� � � ����³*�!£ � ����¨,�/��� ­��1��� ���+�)� � �/� � � ª ��� � �/����� ¢ �&� �!£
���&� � ª,�&� �2� ª � �����&��� � ª � � � � �,¨ � �i��� � ¢ � ����� ® �,� �z� �z�p�)�,�1� � ��£ BPP �
« ����� � �,¨ � �p�7� �¦� � ����� ���!£û�p����� �Ü� �/�)� � � � ¥ p

�
q � �Ë�p���s¯ ��� � ­ � � � M �

� ��¨,���p� � �i�p£ � � ª � �   ª  �� � �p  � �/�)� � � � ���p�)� � � ��ª,���&� £ �,� ��� � ��£ ª � �   x ª,�1��� ��2� �'� ¢ � � �1� 	
x ∈ L =⇒ ∃y ∈ {0, 1}p(|x|) : Pr

z∈{0,1}q(|x|)
{M(x, y, z) = 1} > 1 − 4−p(|x|)

x /∈ L =⇒ ∀y ∈ {0, 1}p(|x|) : Pr
z∈{0,1}q(|x|)

{M(x, y, z) = 1} < 4−p(|x|)

� ¢ �z�&�ÿª ¥¦¨,� � �/�,� y
�+� ¢ � ��³ � ¥ � �,¨ � �/�7� � �Áª,��� �1���~�,�,�1� �
� ���,¨,¥ � �*� � ­ � ª �/�,�

� �&� ¢ � �&� �)� � � � � � �&� �7� � ¥ �¦��� ¥ � ���&� � �/� � � ª � �&� � �,�+� �+� � ª �/� � �)� � ���1�,�
� � � ¨ � ���1¥ ª � � �*³ � � �*� �,��� (y, z) ∈ {0, 1}p(|x|)+q(|x|) ��« �,� � �

x ∈ L =⇒ Pr
(y,z)

{M(x, y, z) = 1} > 2−p(|x|) · (1 − 4−p(|x|)) > 4−p(|x|)

x /∈ L =⇒ Pr
(y,z)

{M(x, y, z) = 1} < 4−p(|x|)

þ � ��� ��� �¦�
� ��� � � � �,� 1/2 ª � �����'�z� � �&� �����s�z�/�&�7� PP � ��¯ � �$¨�¥©�,� ¢ � ���1­�� ���� ���1�� &��� �~� � ¨ ¢ � ü ¢ � � ý � � ª � � � a(x) · 2−s(|x|) � � �)� s
� � �/�)� � � �¦� � a

�
ü ¢ � � ý �*£ �/ª ¥ � ���+�)� � �/£i�7� � �/�)� � � � ���p��� � � �©ª����&� £ � � � ���2� � ���1�,� ��� � 4−p(|x|) �


