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BPP
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M
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M
­�«Í£*´

BPP
¸
D
­�«Ó¶�Æ7²�«1¨b£�·�«2¨,Â

¤*¡�°�µ�°É«1«»·�¦&²�«2³�£�¡�¦,µ�°o¨,Â�¸Ð¤*¦,¬&ª�¦/³)Â�ª*Æb¨�¦ Ä ²"°Ë¬7°/·�°É¦,­�°Éµ�§�¤�°l²�«2¨Ô£*´
BPP

ÊÐÕ
²)¡*Æ Ä ¦,ÖÍ¬1¨�¦,¡�¦,­*§¢¸�­�«&¤*¦,­*®*¨�­�¦�¸�ª�°�ª$¤�¡*¦,µ,«&¡*£*¨,Â�¸�³)«1Î6£*¨�³)£ M

µ
BPP
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D
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BPP
·�°/¿¥£�­�§ÈÙÐ£r³)£6­�«1¨ Ø ¼r¨,¦,¶,§E­�«�µ,§�¤�°�¬2¨,Â�£*´ BPP

Ù+Ê
Ú�°Û²"°�­�­*§�Ö¥·�¦,·�«1­*¨È£�«&¡�°/¡�±r£*®¢²�³�®
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L
¤�¡�£�­�°¹²�³)«1Î6£*¨Ïªr³�°/¬&¬1Æ

heurδBPP
¨�¦ Ä ²"°T£¨�¦/³)Â,ª�¦¯¨,¦ Ä ²�°*¸)ª�¦ Ä ²"°v¬2Æ�º�«&¬2¨,µ�Æ�«1¨Í¤�¦o³)£�­�¦,·�£�°o³)Â,­�°o®Í¤�¦¯µ,¡�«&·�«1­�£É­*«+²�«2¨,«&¡*·�£rÃ­*£�¡�¦,µ�°/­�­�°/®Þ·�°/¿�£*­�°�À�Â,½#¡*£�­ Ä ° M
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δ
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n
µ,§�¤�¦/³*Ã
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•
«&¬+³)£

x ∈ L
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3/4
µ,«1¨�µ,«&ÖÞ¤�¡�£�­*®�³)£Óµ/±�¦&²íÊ

•
«&¬+³)£

x /∈ L
¨�¦¯±,¦�¨¹®Ó¶,§

3/4
µ,«1¨�µ,«&ÖÞ­�«�¤�¡�£�­*®�³)£Óµ/±�¦&²íÊ

Ú�°h¦,¬2¨o°o³)Â,­�§�±
(1 − δ)2n

µo±�¦&²"°o±Í·�°o¿�£�­�°¯·�¦¹Îh«1¨v¡�°/¶,¦�¨o°/¨�Â�ª�°�ªÍÆ Ä ¦&²�­�¦�Ê
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À}¦�«&¬2¨,Âv·�°/¿�£*­�°�¡�°�¶,¦/¨o°�«1¨vª�°�ª
BPP

¸�­�¦h£�­�¦ Ä ²"°h¦�¿�£�¶,°�«1¨�¬!®Þ£$­*«¢·�¦lÎ�«1¨·�£�¼�« Ä ¦6¦/¨,µ,«2¨,£*¨�Â�Ê� ­�°o³)¦ Ä £�¼�­*¦6¦,¤*¡�«+²�«+³�®�«2¨,¬!® heurδBPTime(f(n))
Ê

�¢«+³)«&¬1¦,¦,¶,¡�°o´7­�¦×¡�°�¬&¬1·�°/¨,¡�£*µ�°/¨,ÂË¨�¦/³)Â,ª�¦×ªr³)°�¬&¬1§L²�³�®
1/2 < δ < 1

Êã �¡*£
δ = 1

¸*¦,¼�«&µ�£�²�­�¦�¸�¤*¦/³�Æ�¼�°�«1·[ªr³�°�¬1¬
BPP

Ê
� â ��áãâ !#"Ïè�étêëè�ê

heurδBPTime(nk)  heurδBPP $
%'&)(+*),�*.-0/2143 5�-06.& $�7 ¦�ªr°o´¹°/¨�«2³)Â,¬2¨,µ,¦È¶�Æ7²�«1·Þ¤�¡*¦,µ,¦&²�£*¨�Â�²�£�° Ä ¦,­�°o³)£*´7°.8�£�«1Ö�ÊoÜ�°oÃÝÁ£*ª�¬1£�¡*Æ�«&·Ô¦,¼�«1­�Â#¶,§�¬2¨,¡�¦#¡�°�¬1¨/Æ�º¥Æ�½ Ý¢Ær­*ª�8�£�½

h(n) = 22
2
n ¸o°È¨o°/ª¥Îh«�Ý¢Ær­*ªrÃ

8�£�½
θ : {0, 1}∗ → [0, 1]; θ(x) = δ + z(x) · (1 − 2δ)

Ê
z(x)

Ç1¨�¦\¼�£�¬2³�¦
0, x

¸
¡�°�¬&¬1·�°/¨,¡*£�µ�°�«1·�¦,«6ª�°�ª�µ,«2º�«&¬2¨,µ,«1­�­�¦,«�¼�£�¬2³�¦Þµ � Ãf£*¼�­�¦,«¯¬&£*¬1¨,«1·�«�¬1¼�£�¬2³�«&­�£*®
Ê
Ø ¨,¦�«&¬2¨,Â�ª�°/Îh²�¦,·ÐÆ�²)µ,¦,£�¼�­*¦,·ÐÆ¯¬2³)¦�µ�Æ¯¬&¦,¤*¦,¬1¨o°�µo³�®�«1·\¼�£�¬2³�¦¥¦�¨ 1− δ

²�¦
δ
¨o°�ª�¸

¼*¨,¦¢´7­�°l¼*«&­�£*®vÝ¢Æ�­�ª�8�£*£6¤�¡*£v´7°l²"°�­�­*¦,Ö¥²�³)£�­�«�¬+³)¦,µ�°�¡�°/µ,­�¦,·�«1¡�­�¦¢´¹°�¤*¦/³)­*®*½¾¨
Ç1¨,¦/¨�¦�¨�¡�«1´&¦,ª)Ù+Ê 7 ³�®Í­�°l¼�°o³�°¯¦,¤�£*¿¥«&·T²)£�° Ä ¦�­�°o³)£*´&£�¡*Æ�½¾º�Æ�½L·�°/¿�£*­*Æ N

Ê
 �Æ�¬1¨,ÂÁ¤�¡�¦.8�«+²)Æ�¡�°

A(x, M)
²�«+³�°�«2¨¥¬+³)«+²)Æ�½Èº�«&«/Ñ�´¹°�¤*Æ�¬&ª�°�«2¨�·�°/¿¥£�­*Æ

M
­�°

µ/±�¦&²�«
x
£X­*«&ª�¦�¨,¦�¡�¦,Öí¬+³�Æ�¼�°�Ö�­�¦�ÖX¤�¦&²�¬1ªr°o´7ª�«

c
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¶,¦/³)Â�¿�°/®6¼�°�¬1¨�Â�´¹°�¤rÆ,¬&ª�¦,µ
M
¤*¡�£�­*®�³�°¥µ/±,¦7²Ô¸ Ä ²�« c 9 ª�¦,­�¬1¨o°/­*¨o°*¸�´¹°/µ,£�¬!®*º�°/®

¦�¨
δ
Ê
À}¦ Ä ²"°�²�£�° Ä ¦,­�°l³)£*´7£*¡�¦,µ�°/¨�Â�¶�Æ7²�«1·E¨o°�ª
Ñ
• N

µ,§�¼*£�¬2³�®*«1¨
i
Ñ
H(i) ≤ |x| < H(i + 1)

Ê� ¢¦,¬+³)«�¼�« Ä ¦¯¬1¨�¡�¦,£*¨¯´7°�¤�£�¬1Â Mi

9 ·�°/¿¥£�­�§=À�Â,½¾¡�£�­ Ä °r¸�ª�¦&²�£�¡*Æ�«&·�¦,Öv¼�£�¬+³)¦,· i
¸,¤�¡*£�¼�«&·�«&¬+³)£¯Ç1¨o°�·�°/¿�£�Ã

­�°Þ­*«�¦,¶/³)°l²"°�«2¨×µ,¬2¨,¡�¦,«1­�­�§�· ¶�Æ7²�£r³�Â,­�£�ª�¦,·�¸t´¹°�ª�°�­*¼�£�µ�°�½Èº�£�· ¡�°/¶,¦�¨�Æ
·�°/¿�£*­�§ ¼�«1¡�«1´

f(|x|)
¿h° Ä ¦,µ�¸�¦�¨�µ,«&¡ Ä °/«&·[µ/±,¦&²ãÊ

•
¤�¡�£

|x| = H(i + 1) − 1
Ê
N
¤*¡�£�­�£�·�°/«1¨$µ/±,¦&²ã¸"«1¬2³)£É¶,¦/³)Â�¿�°/®Þ¼�°�¬1¨�Â$¦�¨/Ã

µ,«1¨�¦,µ
Mi

¤�¦Áµ,¬&«1·\µ/±�¦&²"°/·b²�³)£�­�§
H(i)

£�¤�¦�µ�¬&«&·\¤*¦7²)¬&ª�°/´7ª�°�·X²�³�®�­�£�±
¦�¨,¡*£�8�°/¨�«2³)Â,­*§ Ø µË¨,¦�·U¬&·�§�¬+³)«�¸�¼*¨�¦X·�§ ¤�«&¡*«&¶,£�¡�°�«&·Lµ�¬&«Íµ/±�¦&²�§¢¸}²�³�®ª�°/Î¯²)¦ Ä ¦Ôµ/±,¦7²�°�µ,§�¼*£�¬2³�®*«&·J¦�¨,µ,«2¨l¸�ªr°/ª;:=<?>+@#ACBED�F ¤�¦�¤�¦&²�¬&ª�°/´&ª�°�·�¸
°6¤�¦/¨,¦,· ¶,«1¡�«&·G:=<?>+@�AHBED�F3¤*¦»µ/±�¦&²"°/·ÒÙ2Ê�IÛ¨�¦$·�¦¹Î�­�¦6¬ ²�«2³)°/¨,Â�¸
­�«�£�¬+Ã
¤�¦/³)Â/´&Æ�®×¬2³�Æ�¼�°�Ö*­�§�«h¶,£*¨�§¢¸�¤�¦,¬1ª�¦o³)Â,ª*ÆÞÆÉ­�°/¬¥¶,¦/³�Â�¿�¦,Ö×´7°�¤�°�¬¥µ,¡�«&·�«1­�£
£Í·�§ ·�¦¹Îh«&·E¤�¦,¬1¼�£*¨o°/¨�Â�µ,¬1«�²)«1¨,«1¡�·�£�­�£*¡�¦,µ�°�­*­�¦�Ê

•
¤�¡�£

H(i) ≤ |x| < H(i + 1) − 1
Ê�JÞ§ ´¹°�¤rÆ,¬&ª�°�«1·

A(yk, Mi)
²�³�®

k
¦�¨

1²�¦
c
¸ Ä ²�« yk 9 ¬+³�Æ�¼�°�Ö�­�§�«¯¬2¨,¡�¦,ª*£×²�³)£�­�§

|x| + 1
£Ë¤�¡�£*­�£�·�°�«1·Åµ/±,¦&²ã¸

«&¬+³)£$²)¦/³�®Ó¤�¦/³)¦¹Î6£*¨,«+³)Â,­�§�±Ó¦/¨,µ,«2¨,¦,µv¤�¡�¦�8*«+²)Æ�¡�§
A > θ(x)

Ê
Ú�°/¿�°¯´7°l²"°¹¼�°*¸)µ,¦oÃf¤�«1¡�µ,§�±"¸�¤�¦,ª�°/´7°/¨,Â6¼*¨,¦

N ∈ heurδBPP
¸)£�¸�µ,¦oÃfµ�¨�¦,¡�§�±"¸

«&¬2³�£\¦,ª�°/´¹°o³�¦,¬&Â�¸}¼*¨,¦
Mi ∈ heurδBPTime(nk)

¸}¨�¦
Mi

­�«�·�¦lÎ�«1¨×´7°l²"°�µ�°o¨,Â
¨,¦�¨vÎh«�®*´&§�ª�¸�¼*¨�¦�£

N
Ê

K�´�¨�«&¦,¡�£*£vµ�«&¡�¦¹®*¨�­�¦,¬2¨,£�£r´7µ,«1¬1¨,­*¦�¸�¼*¨,¦�¤�¡*£v¤*¦/³)£�­�¦�·�£�°o³)Â,­*¦,·Ô¼�£�¬2³�«È¤*¦7²�Ã
ª�£�²�§�µ�°/­�£�Ö�·�¦,­�«1¨�ª�£�µ,«&¡�¦¹®r¨,­�¦,¬2¨,ÂÅ¬&£r³)Â�­�¦ Ä ¦�¦�¨�ªr³)¦,­�«1­�£*®�¡�«&°o³)Â,­�¦�ÖY²)¦/³)£
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Æ�¬&¤�«+±�¦,µ\¦/¨Xµ,«1¡�¦¹®*¨�­�¦,¬1¨�£[Æ,¬1¤�«2±�°í¤�¡�£[¦&²�­�¦�·L¶,¡�¦,¬&°�­�£�£ÏÆ�¶,§�µ�°�«2¨\Ç&ª�¬&¤*¦,­�«&­�Ã
¨�¦�8�£�°l³)Â,­�¦�Ê���¦/³�«&«�Ý�¦,¡*·�°o³)Â,­�¦ÞÇ1¨�¦×µ,§ Ä ³�®�²�£*¨×¨o°�ª Ø Ç1¨�¦×­�«&¡�°�µ,«&­*¬1¨,µ�¦Ë­�°/´7§�Ãµ,°�«1¨�¬!®É­�«1¡�°�µ,«1­�¬1¨�µ,¦,·��¢«1¡�­�¦,µ�°,Ù2Ñ

Pr(|

∑
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n
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ε
2

n

2

Ä ²)« µ 9 µ�«&¡�¦¹®*¨�­�¦,¬2¨,Âvµ,§�¤�°l²�«1­�£*®Í«'²�£�­�£�8*§¢Ê���¦�´7Â�·�«&·
n
¨o°�ª�£�·�¸�¼r¨,¦

e−
ε
2

n

2 <
δ − 1

2

£Ó¶�Æ7²�«&·E¬&¼�£r¨o°/¨,Â�¸�¼*¨�¦6­�°o¿h°¯·�°/¿�£�­�°vµ¯Ç1¨�£r±Ó¬2³�Ær¼�°/®r±Ó¦�¿¥£�¶�°o³)°�¬&Â�Ê
7 ³�®Ëª�°/Îh²�¦ Ä ¦»´¹°�¤rÆ,¬&ª�° A

«&¬2¨,ÂÓ­�«&ª�°/®×­�«1´7°�µ,£�¬1£�·�°/®Ôµ,«1¡�¦¹®*¨,­*¦,¬1¨�Â
p
¨�¦ Ä ¦*¸¼r¨,¦

A
¤�¡�£�·�«2¨×µ/±,¦&²ã¸}¤*¦,¬&ª�¦/³)Â�ª*Æ�ªr°oÎ¯²�§�ÖX¡�°/´

A
¡�°�¶,¦�¨o°�«2¨×­�°Ó­�¦,µ,¦�·�¸ã­*«1´¹°lÃ

µ�£�¬&£�·�¦¥µ,§�¶,£�¡�°/«&·�¦,·í­�°�¶,¦,¡�«¾¬2³�Æ�¼�°/Ö�­�§�±$¶�£*¨,¦,µ*Ê�À�°�ª�£�·X¦,¶,¡�°/´&¦,·�¸�­�«&¬1ª�¦o³)Â,ª�¦
¡�°/´�´¹°�¤*Æ�¬1¨�£�µ

A
¸,·�§=¤�¦o³�Æ�¼�£�·�¸�¼*¨�¦¢²�¦o³�®v¤�¦/³)¦¹Î6£*¨,«+³)Â,­�§�±v¦�¨�µ,«1¨�¦,µ

A
¬�¶,¦/³)Â/Ã

¿¥¦,Ö�µ�«&¡�¦¹®*¨�­�¦,¬2¨,Â,½Y­*«¾¬1£r³)Â,­�¦�¦�¨7³)£�¼�°�«1¨�¬!®Í¦�¨
p Ø ­*«¾¶,¦o³)«&«/¸�¼*«&·í­�° ε

Ù2Ê�ÀÐ°/ª�£�·
¦�¶,¡�°/´&¦,· ¬h¶,¦/³)Â�¿¥¦,ÖÔµ,«&¡*¦l®r¨,­�¦�¬1¨,Â�½ ¬1¡�°�µ,­*«&­�£�«¥²�¦o³)£Ô¤�¦/³)¦¹Î6£*¨,«+³)Â,­�§�±�¦�¨�µ,«2Ã
¨�¦,µ�¬

θ(x)
¶/Æ¹²)«1¨v²�°�µ�°/¨�Â»µ,¬&«Áµ,¡�«1·Ð®É¦&²�£*­×£Þ¨�¦�¨�Îh«Á¦�¨�µ,«1¨l¸"«&¬2³�£×µ,§�¤�¦/³�­�«&­�¦*¸

¼r¨,¦
|θ(x) − p| > ε

ÊtÚ¢¦Ó·�§Uµ,§�¶,¡�°o³)£
ε
¨o°�ª�£�·�¸ã¼*¨�¦É¤�¦,¬+³)«+²)­�«&«v­�«&¡�°�µ,«&­*¬1¨,µ�¦

µ�§�¤�¦/³)­�«1­�¦�­�°Þ²�¦/³)«Íµ/±,¦7²)¦,µ�¸�¶,¦/³�Â�¿�«1Ö�¸�¼�«&·
δ
Ê�ÀÐ°�ª�£*·J¦,¶�¡�°/´7¦�·�¸Ð­�°/¿I®*´&§�ª

³�«1Î6£*¨vµ
heurδBPP

Ê
À}«&¤�«1¡�Â¢²)¦,ª�°/Îh«&·�¸�¼r¨,¦Á­�°/¿ ®*´&§�ª6­�«©³)«2Î�£r¨�µ

heurδBPTime(f(n))
Ê 7 «&ÖrÃ¬2¨,µ,£r¨,«2³�Â,­�¦�¸�¤rÆ,¬1¨�Â

Mi

³)«2Î�£*¨[µ
heurδBPTime(f(n))

£Y¤*¡�£�­�£�·�°/«1¨ ­�°/¿
®r´7§�ª�Ê 7 ¦,ª�°/Îh«&·�¸o¼*¨�¦¢µ,¬&«©¦/¨,µ,«2¨,§ N

­�°#µo±�¦&²"°o±�²�³)£�­*§Ï¦/¨
H(i)

²�¦
H(i+1)−1¦&²�£*­�°�ª�¦,µ,§¢Ê 7 ¦�ªr°o´7§�µ�°�«1·\¤�¦�£�­�²)Æ�ª�8�£�£�Ê 7 ³�® |x| = H(i + 1)− 1
Ç1¨�¦h¦,¼�«&µ�£�²�Ã

­*¦v¤*¦v¤*¦,¬1¨�¡�¦,«&­*£�½¥Ê� �Æ,¬2¨,Â6¨�«&¤�«1¡�Âvµ,¬&«�¦�¨�µ,«1¨�§
N
­�°¯µ/±�¦&²"°l±�²�³)£�­*§ ¦�¨

m
²�¦

H(i + 1) − 1 Ø m > H(i)
Ù�¦7²)£�­�°�ª�¦,µ,§¢¸	²�¦,ª�°/Îh«1·�¸�¼*¨�¦Ë£\¦�¨,µ�«1¨,§ ­�°×µ/±,¦&²"°o±

²�³)£�­�§
m − 1

¨,¦¹Îh«�¨o°�ª�£�«ÁÎh«�Ê JÞ§ ¤�¡�«+²)¤�¦/³)¦¹Î6£r³)£�¸)¼*¨�¦6·�°/¿¥£�­�°
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