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Ëåêöèÿ 15

Óìåíüøåíèå êîëè÷åñòâà

ðàóíäîâ â ïðîòîêîëå Àðòóðà è

Ìåðëèíà

(Êîíñïåêò: Í. Êàðïîâ)

Äëÿ íà÷àëà çàìåòèì, ÷òî ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî Ìåðëèí � ýòî ôóíêöèÿ.
Äåéñòâèòåëüíî, Ìåðëèí ñïîñîáåí ïðîìîäåëèðîâàòü ðàáîòó âñåãî ïðîòî-
êîëà, è, åñëè Ìåðëèí õî÷åò íàñ îáìàíóòü (óáåäèòü), îí ìîæåò âûáèðàòü
íàèëó÷øåå äëÿ ñåáÿ ñîîáùåíèå, çàâèñÿùåå òîëüêî îò âõîäà è óæå èçâåñò-
íûõ ñëó÷àéíûõ áèòîâ Àðòóðà, âûáèðàÿ íàèëó÷øóþ äëÿ ñåáÿ (â ñìûñëå
âåðîÿòíîñòè óñïåõà) âåòêó ïðîòîêîëà, â êîòîðóþ ñîîáùåíèå îòïðàâèò Àð-
òóðà.

Ëåììà 15.1. Îáîçíà÷èì çà w(x, r1, . . . , rt) îòâåò Ìåðëèíà íà âõîäå x íà
øàãå 2t, êîòîðûé Ìåðëèí îòïðàâëÿåò ïîñëå òîãî, êàê Àðòóð ïîøëåò

äî ýòîãî rt� ñòðî÷êó ñëó÷àéíûõ áèòîâ.

Çà A(x, r1, w(r1), . . . , rk, w(x, r1, . . . , rk)) îáîçíà÷èì ðåçóëüòàò ïðîâåð-

êè ïðîòîêîëà Àðòóðîì.

Ïóñòü â ïðîòîêîëå Àðòóðà è Ìåðëèíà âûïîëíåíî äëÿ íåêîòîðîãî

ε > 0 ñëåäóþùåå:

∃wG ∀x ∈ L P{A(x, r1, wG(x, r1), . . . , wG(x, r1, . . . , rk)) = 1} > 1

2
+ ε,

∀wB ∀x /∈ L P{A(x, r1, wB(x, r1), . . . , wB(x, r1, . . . , rk)) = 1} < 1

2
− ε.

Òîãäà ìîæíî ïîñòðîèòü ïðîòîêîë è àëãîðèòì ïðîâåðêè Àðòóðà Ã
óäîâëåòâîðÿþùèé ñâîéñòâàì:

∃w̃G ∀x ∈ L P{Ã(x, r1, w̃G(x, r1), . . . , w̃G(x, r1, . . . , rk)) = 1} > 1− 2−p(n),
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∀w̃B ∀x /∈ L P{Ã(x, r1, w̃B(x, r1), . . . , w̃B(x, r1, . . . , rk)) = 1} < 2−p(n),

ãäå p(n) � ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïèøåì íîâûé ïðîòîêîë. Çàïóñòèì ïðîòîêîë íà c·p(n)
(c âûáåðåì ïîòîì) íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ äîñêàõ, â êîíöå âûáåðåì îò-
âåò, êîòîðûé ÷àùå âñåãî ïîëó÷èë Àðòóð ïðè ïðîâåðêå, è âûäàäèì åãî.

Îñòà¼òñÿ îöåíèòü âåðîÿòíîñòè.
Çàìåòèì, ÷òî âûáîð ëþáîãî Ìåðëèíà, êîòîðûé �âèäèò� ñëó÷àéíûå áè-

òû íà äðóãèõ äîñêàõ, ìû ìîæåì çàìåíèòü íà âûáîð Ìåðëèíà, êîòîðûé
íå çàâèñèò îò ñëó÷àéíûõ áèòîâ íà äðóãèõ äîñêàõ, è ïðè ýòîì èãðàåò íå
õóæå. Äåéñòâèòåëüíî, âåäü ðåøåíèå Àðòóðà ïðèíÿòü ñëîâî íå çàâèñèò îò
ñëó÷àéíûõ áèòîâ íà äðóãèõ äîñêàõ è ìîíîòîííî çàâèñèò îò èñõîäîâ èãð
íà îòäåëüíûõ äîñêàõ, çíà÷èò, âûáîð Ìåðëèíà ìîæíî îïðåäåëÿòü òîëüêî
ñëó÷àéíûìè áèòàìè íà åãî äîñêå (íà êàæäîé îòäåëüíîé äîñêå åãî öåëü
� ìàêñèìèçèðîâàòü âåðîÿòíîñòü ïðèíÿòèÿ íà íåé, ïîýòîìó ïðè ïðèíÿ-
òèè ðåøåíèÿ ìîæíî ôîðìàëüíî çàìåíèòü â åãî ôóíêöèè èíôîðìàöèþ
î äðóãèõ äîñêàõ òåìè çíà÷åíèÿìè, êîòîðûå ìàêñèìèçèðóþò âåðîÿòíîñòü
ïðèíÿòèÿ íà äàííîé äîñêå, îò ýòîãî âåðîÿòíîñòü óñïåõà Ìåðëèíà òîëüêî
óâåëè÷èòñÿ, ÷òî áû íè ïðîèñõîäèëî íà äðóãèõ äîñêàõ â ðåàëüíîñòè).

Òîãäà åñëè ìû îáîçíà÷èì çàXi = A(x, ri1, w(x, ri1) . . . , r
i
k, w(x, ri1, . . . , r

i
k)),

ãäå rik � ýòî ñëó÷àéíûå ñòðî÷êè íà äîñêå i, ìû çíàåì, ÷òî ïðè x ∈ L
èìååòñÿ w, äëÿ êîòîðîãî E{Xi} > 1

2
+ ε, à ïðè x /∈ L äëÿ âñÿêîãî w

ñïðàâåäëèâî E{Xi} < 1
2
− ε. Òîãäà åñëè x ∈ L, òî

P{
c·p(n)∑
i

Xi <
c·p(n)

2
} < 2−α(ε)cp(n).

Ïîñëåäíåå âåðíî êàê ïðÿìîå ïðèìåíåíèå íåðàâåíñòâà ×åðíîâà. Àíà-
ëîãè÷íî âåðîÿòíîñòü îöåíèâàåòñÿ â ñëó÷àå x /∈ L. Âûáðàâ c = 1

α(ε)
, ìû

ïîëó÷èì íóæíûé íàì ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 15.1. Äëÿ ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åííîé ôóíêöèè t(n) ≥ 2,
AM[2t(n)] = AM[t(n) + 1].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Π1 � ýòî ïðîòîêîë íà âõîäå äëèíû n, ñîñòîÿ-
ùèé èç t = 2t(n) ðàóíäîâ. Áóäåì ïîêà ïðåäïîëàãàòü, ÷òî t êðàòíî 4. Ìû
áóäåì ìîäåëèðîâàòü ïðîòîêîë Π1 ïðîòîêîëîì Π2, ñîñòîÿùèì èç t

2
+ 1 ðà-

óíäà. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ó Π1 âåðîÿòíîñòü îøèáêè ε = (24t)−t (ïî ëåììå
ëåììå 15.1) . Ïóñòü òåïåðü s � ýòî ñóììàðíûé ðàçìåð ïåðåñûëàåìûõ ñî-
îáùåíèé, òîãäà âûáåðåì m = 4st. Äëÿ óäîáñòâà ìû ìîæåì ïðåäïîëàãàòü,
÷òî s > n.
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Ìîäåëèðîâàíèå áóäåò ïðîèñõîäèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ìû ðàçäå-
ëèì ïðîòîêîë íà t

4
áëîêà âèäà AMAM , ïîòîì â êàæäîì òàêîì áëîêå

÷àñòü MAM çàìåíèì íà AMA. Òî åñòü èç AMAM AMAM · · · AMAM
ìû ïîëó÷èì AAMA AAMA · · · AAMA, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, òî æå ñà-
ìîå, ÷òî AM AM · · · AMA.

Ðàññìîòðèì îäíó èç ÷àñòåé MAM ïðîòîêîëà Π1. Îíà ñîñòîèò èç âû-
áîðà Ìåðëèíîì ñòðîêè x ∈ X, ïîñëå ýòîãî Àðòóð ñëó÷àéíûì îáðàçîì
âûáèðàåò ñòðîêó y ∈ Y , è ïî íèì Ìåðëèí âûáèðàåò ñòðî÷êó z ∈ Z.
Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå ÷àñòè Π2 áóäóò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Àðòóð ïîñûëàåò ñëó÷àéíûå ñòðîêè y1, · · · , ym ∈ Y , Ìåðëèí ïîñûëàåò
ñòðîêó x ∈ X è ñòðîêè z1, · · · , zm ∈ Z, çàòåì Àðòóð âûáèðàåò ñëó÷àéíîå
1 ≤ i ≤ m è ãîâîðèò, ÷òî ïðîäîëæàåò ïðîòîêîë òàê, êàê åñëè áû â ïðî-
òîêîëå Π1 y áûë ðàâåí yi è z ðàâåí zi. Èíà÷å ãîâîðÿ, ìû çàïóñêàåì ýòó
÷àñòü ïðîòîêîëà íà ïàðàëëåëüíûõ äîñêàõ, à ïîòîì âûáèðàåì ñëó÷àéíóþ
èç äîñîê è ïðîäîëæàåì èãðó.

Òàê ìû ïîñòóïèì ñ êàæäûì èç áëîêîâ. Î÷åâèäíî, ÷òî ðàçìåð ïðîòî-
êîëà Π2 áóäåò ïîëèíîìèàëåí îò n. Ïîíÿòíî, ÷òî øàíñû Ìåðëèíà ïðè òà-
êîì ïðîòîêîëå äîêàçàòü Àðòóðó ïðèíàäëåæíîñòü íå óõóäøàòñÿ. Ìåðëèí
â êàæäîì èç áëîêîâ áóäåò ïðèñûëàòü Àðòóðó îïòèìàëüíîå x èç èñõîäíîãî
ïðîòîêîëà, íå îáðàùàÿ âíèìàíèÿ íà yi, à äàëåå ïðèñûëàòü îïòèìàëüíûå
zi; ïîñêîëüêó i Àðòóð âûáèðàåò ñëó÷àéíî, âåðîÿòíîñòü ïðè òàêîì ïîâå-
äåíèè Ìåðëèíà íå èçìåíèòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî ñòîèò òîëüêî áåñïîêîèòüñÿ,
íå ñìîæåò ëè Ìåðëèí ñèëüíî óâåëè÷èòü øàíñû óáåäèòü Àðòóðà.

Îáîçíà÷èì çà fH(x, y, z) âåðîÿòíîñòü, ÷òî Ìåðëèí óáåäèò Àðòóðà ïî-
ñëå ñîîòâåòñòâóþùåé ôàçû MAM â ïðîòîêîëå Π1, ïðè ïðåäûäóùåé èñ-
òîðèè H. Ïóñòü â èñõîäíîì ïðîòîêîëå íà ìîìåíò íà÷àëà ôàçû MAM
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî Ìåðëèí îáìàíåò Àðòóðà, ñîñòàâëÿëà f 0

H = δ. Îöå-
íèì âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî êîìïëåêò âûáðàííûõ ñòðîê yi ñòîëü ïëîõ, ÷òî
äëÿ ìíîãèõ èç íèõ Ìåðëèí ìîæåò ïîäîáðàòü zi, ñóùåñòâåííî óâåëè÷èâà-
þùèå âåðîÿòíîñòü óáåäèòü Àðòóðà.

Ëåììà 15.2. Çà C(y1, · · · , ym) îáîçíà÷èì ñîáûòèå

∃x ∈ X |{i : max
zi

fH(x, yi, zi) > 12tδ}| > m

2t
.

Òîãäà äëÿ ñëó÷àéíûõ y1, . . . , ym

P{C(y1, · · · , ym)} < |X|2−
m
2t .

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì çà f 2
H(x, y) âåðîÿòíîñòü, ÷òî Ìåðëèí âû-

èãðàåò ïðè âûáðàííûõ x, y. Òîãäà ∀xPy{f 2
H(x, y)} ≤ δ. Òàêèì îáðàçîì,

ïî íåðàâåíñòâó Ìàðêîâà Py{f 2
H(x, y) > 12tδ} < 1

12t
. Òîãäà âåðîÿòíîñòü
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ïëîõîãî ñîáûòèÿ B(x, ~y), �f 2
H(x, yi) > 12tδ ñëó÷àåòñÿ áîëåå m

2t
ðàç èç m

âîçìîæíûõ� (äëÿ ôèêñèðîâàííîãî x è ñëó÷àéíî âûáðàííûõ yi), ìåíüøå
÷åì (

m
m
2t

)
(12t)−

m
2t <

(
2et

12t

)m
2t

< 2−
m
2t .

(Òóò ìû ïîëüçîâàëèñü íåðàâåíñòâîì
(
n
k

)
<
(
ne
k

)k
.)

Çàìåòèì, ÷òî C(~y) = ∃xB(x, ~y), òîãäà P{C(~y)} ≤
∑
x∈X

P{B(x, ~y)}. Íî

ìû âûáðàëè ïàðàìåòð s è m, òàê ÷òîáû |X| ≤ 2s è s > n, à m = 4st,
ñëåäîâàòåëüíî, P{C(~y)} ≤ 2s−

m
2t = 2−s < 2−n.

Ìû óæå èìååì âñå, ÷òîáû îöåíèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî Ìåðëèí îá-
ìàíåò Àðòóðà â ïðîòîêîëå Π2. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íà êàêîé-òî ôà-
çå AMAM Ìåðëèí óâåëè÷èò âåðîÿòíîñòü óñïåõà õîòÿ áû â 12t ðàç â
m
2t
ñëó÷àåâ, íå ïðåâîñõîäèò 2−s. Ïîëó÷àåì, ÷òî âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íà

êàêîì-òî ýòàïå Ìåðëèí ïîëó÷èò áîëåå ÷åì m
2t
ñòðîê yi, äëÿ êîòîðûõ âåðî-

ÿòíîñòü óñïåõà Ìåðëèíà ñèëüíî ïîâûñèòñÿ, íå ïðåâîñõîäèò t
4
2−s ≤ t

4
2−t.

Â êàæäîì ðàóíäå Àðòóð ñ âåðîÿòíîñòüþ íå áîëåå ÷åì 1
2t
âûáåðåò âåðñèþ

ïðîòîêîëà, â êîòîðîé âåðîÿòíîñòü óâåëè÷èëàñü áîëåå ÷åì â 12t ðàç. Òî-
ãäà, åñëè êàæäûé øàã óâåëè÷èâàåò âåðîÿòíîñòü óñïåõà Ìåðëèíà íå áîëåå
÷åì â 12t ðàç, â êîíöå âåðîÿòíîñòü óñïåõà ñîñòàâèò íå áîëåå ε(12t)

t
4 . Íî

ìû âçÿëè ε = (24t)−t, ÷òî çíà÷èò, ÷òî â êîíöå âåðîÿòíîñòü óñïåõà áó-
äåò íå áîëåå ÷åì ( 12t

244t4
)

t
4 . Â èòîãå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî Ìåðëèí îáìàíåò

Àðòóðà, áóäåò íå áîëåå

t

4
2−t +

t

4

1

2t
+

(
1

27648t3

) t
4

≤ 1

2e
+

1

8
+

1

16
≤ 7

16
.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè t íå äåëèòñÿ íà 4, à äåëèòñÿ òîëüêî íà äâà, ìû
ìîæåì ñäåëàòü òî æå ñàìîå, òîëüêî ñ ïåðâûìè t−2

4
÷åòâåðêàìè. Ñãðóïïè-

ðîâàâ ðàóíäû Àðòóðà è Ìåðëèíà, ìû âíîâü ïîëó÷èì t
2

+ 1 ðàóíä.

Òåîðåìà 15.2. ∀k ≥ 2 AM[k] = AM.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíÿÿ îïåðàöèþ ñîêðàùåíèÿ èç ïðåäûäóùåé òåî-
ðåìû, ìû ìîæåì ñîêðàùàòü ÷èñëî ðàóíäîâ (åñëè ÷èñëî ðàóíäîâ íà êàêîì-
òî ýòàïå ñòàíîâèòñÿ íå÷åòíûì, ìû ìîæåì äîáàâëÿòü ôèêòèâíûé ðàóíä
Ìåðëèíà). Òàê ìû ñäåëàåì êîíñòàíòîå ÷èñëî ðàç, ïîêà íå äîéäåì äî ìî-
ìåíòà, êîãäà ðàóíäîâ îñòàíåòñÿ òðè.

Òåïåðü íàì îñòàåòñÿ óáðàòü ïîñëåäíèé ðàóíä Àðòóðà. Èç äîêàçàòåëü-
ñòâà ïðåäûäóùåé òåîðåìû âèäíî, â ÷åì ñîñòîèò ïîñëåäíèé ðàóíä Àðòóðà:
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Àðòóð âûáèðàåò ñëó÷àéíóþ âåðñèþ èç m èãð è âûäàåò ðåçóëüòàò ïðîòî-
êîëà íà íåé; ïðè÷¼ì ñ õîðîøåé âåðîÿòíîñòüþ â 3

4
âåðñèé ïðîòîêîëà îòâåò

ïðàâèëüíûé. Òîãäà ïðîñòî ïåðåáåðåì êàæäûé èç m âàðèàíòîâ ðàóíäà è
âûäàäèì ñàìûé ÷àñòûé îòâåò.


