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PSPACE
�,�����'���2���*�1�l�!�x�2���+�)�����������,�,��}/�7�,���

PSPACE =
⋃

k≥0

DSpace(O(nk)).

�~}l�����,�!���*��� �b�����e�)�*����¡��n¢£����}l�&�/�
PSPACE

�����1�1�6���/�)�e�e�G�¤}¤�"}¤�*���
¥§¦�¨)©ª¦�«­¬ ®n¯±°�¯

QBF ²´³bµl¶_µl·�µ£¸b¹�º)»!¼)½�¾�¿z»_À1Á[¾xÂÃ»�Ä�¿~Å_¼)¹Æ¸sÇ­È�ÉTÀËÊ�¸/µ/½�Ás»�Ä�µlÌ¿­¾*Í�³b¶bÎ&À2ÏÐÀ2·e¾�Á[µlÎÑ¿BÂÒ»�Ä�¿­Å_¼)ÅÓ³bµ7¿~Ê�½�Å�Ás»¤Ô*ÕÖÁs»�Î&À2Á[ÏÓÊ�¸/µl½�Ás»�Ä)¹GÀ2Ás»2×)ÁMº)»¸/À&ÎÑ¿3º)ÎØÄ�ÎÑ¿~Î1½�½�¹ª¿�Ù$Ú PSPACE ÌYº)»�¼�½�µ,ÛÜ »¤Ê�µ_³bµlÁsÎØ¼�Ï�À2Ás¸l»bÛ�Ý }l�&�1���l�,�*���x�����l�*�7�,�b�)Þ,��¡��­�*�&¡��n�¤�����*��}_���)�2ßs}/�����Ë����}l�2à�2�
PSPACE

�b�[�Ò}/á����*�ËâÖÞl�#�����*ã+}ä�����/�������,����}_�)Þ,���,�[��}l�å�*�lÞ,���/���������*�Ò}bà�Ö�����çæ1�,�/�6�e�7¡��éèê�b}l��}/���Ò}/á��*��}i�1�1�lÞ���}l����}/�z���l�l�,�å�,�)�*�l�i�e�7¡������1ß6�*�i�
PSPACE ë+ìlí �1�����l�e�,�ä�~�b}l���,�s�Ò}/á��*��¡î�&�1�lÞ­���{�,�b�)�&�/�l���1� 2p(n) ��}/�2�)������¡�ï���,�*ðz�*ã1����}lñ��*� ì |~}l���*�*�,�1���&�2�,�1�_�g���¤ß[�1�=�)�x��¡N�*�[��}_��}b�)Þ,���l�x���,��ð~��ã1����}_àñ*���$���,��}/�1�,Þ[�����������*�Ò}l���Ë�e�N�7}

2p(n) á�}lã&�l��è±�,�'��Þ[�&�+�)�$���¤ß[�&�����,���b}l���,ã1����/�������&�2�,��}�á�}lã&�l���l�7���1�z���,�1�b}b�,�,���*���*�1�2�)�£��}l��}/��à��l�����,��ð~��ã1����}/ñ��*�$���l�l�,�/à�*�*�,�!�
���Ò}bá�����}[��ß[�~�������,ãò�"}i���~�,�1�b}/���,�,�*�l�!� ë+ìóz���ä���l��ïË���,��ð~��ã2�e��}lñ����
c1

�
c2

���/���_ß6���
φi(c1, c2) =

�/�1�����&�1�l�l�,�2�z�*���,Þ�e�
c1

�
c2

���)����¡G���Ë�,�/�)�1�l�"���&�
2i
¢ ì â�}l�������,�l��}/�7�l���������Ó���2á��&�*�*�x�¤}¤�"}¤�����}l�ô���1�,�7ï��&�������õ��}l�*�l�ö�7��}¤���1�����6ð~�����*ñ����

φp(n)(c0, cY )
�gãò���

c0 ÷ ��}¤��}b�)Þ/à��}/�n��}
cY ÷ �*���������Ò}/���[}b�6���,�*ðz�*ã1����}lñ��*� ìeø }l���*á��&�ù�,�&�*�&��ÞË���&�*�����*�&�*�l���,��1�,�l�l���lá��1�����/�

φi(c1, c2) = ∃d∀x∀y(((x = c1 ∧ y = d) ∨ (x = d ∧ y = c2))⇒ φi−1(x, y)).
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è ø ��}¤���1�����sð­�e�*��ñ���� φ0(c1, c2)
�*��ß����$�7}l�����&}/�,Þõ}l��}b���,ã&���*���$�,�,�å�l�	�e}/�Ðæ2�,����2��}/�1�,�!�=���l�&�,�*�&���õ�­����}bà��Ë�1�,����} ì ë |­�1�,�e�¤�)���ö�,�����1�lÞ�è±�l¡����,�!�S����}l�*�l�,��¡�*�$ð~�,���å�¤�)¡ ë ���*�l�x�b}l�����ç�,�,��}b�7�,�N����ï,�&����}/�é�7}_�"}¤��}x���¤ß[�1�x�,¡{�,Þx�7}l�����&}bà��}[�6�,�����~ðz�l���å�¤�)¡ô��ó�|�� �z�*��}l�*�l�,��}l��� ì�� �,�1�1�l� ���/���e�*�&���*���ç�¤}_�"}¤�*�Ðè �ðz�l���å�¤�)�õ�xó�|��H�õ�*��}l�*�l�,��}l��� ë �î�¤}_�"}¤�����öð~�,�*�å�_�����ö�~|�� �õ���,}l�*�,�bà��}l��� ���_ß6�������,�,�&�*�/�)Þl�&�,��}l�lá����&Þ��2���+�)���������3�,���1�,�����*¡��K�&�,�l�,��}/ß[�1�����1���

f ∈ QBF⇔ f̄ 6∈ QBF ìâ �&� �7}l��¡�� ��¡P�*�,��}/�¤}b���n�	�*�,�
QBF ÷ PSPACE

à �,�*�7����} ì�� �l�e}bß[�&�Æ�,�+à���&��Þ*���*�,�
QBF ∈ PSPACE ìÝ }l�&�1���l�,�*���N�)�&���1�,�x��}l�2���1�e�)�&�*�*� è � ì � ì ���&���1�,��� �&�,�2�,�¤�*���&�$�*���,�&�+ï ��}_à�,�,���,�Ó�&��}¤���&���*�=���1���&���1����¡�ï"��ãò���£���l���å� �&¡��*�,�,Þl�*���S�,�1�*á��*��¡ ���/�������l�!���}l�1á������1���*�Æ��}l�l�,��}

~y ← ~b
��� ��}/�,�,���,�

~y ← ~b, x ← 0
�

~y ← ~b, x ← 1���������&���l�l�,���,� ���&���1���&���*�,�
x ë �)�i���l�,�,�*�,� ���,�������,����}l�1���&�e���&���*�x�&�,�l�l�,�1�bà�1�,�/�,�1�î�*�,�������*�l�§�����l�,�l���,�3�ö��}_��}b�)� ð~�,�*�å�_��¡ ���)���é���,}l�*�,�l��¡ ���öæ2�,������&���1���&���*¡�� ì�� �)���1�lÞl�eï£�¤}l���eá��&�î�7��}_�*�&�����6è �,�&�1����}l�*�l�,�����l� ë ð~�,���å�¤�)¡ ��}�&�,�l�l�,�1�l�1�l�l�������1� ��}l�l�,�����7��}¤���1����� ì�� �,�����&�é����æ1�,�l�å�s���1���&�/���1���*�&���,�,�1��ï�=�l�7���1�3�ö��}/ß[���,� �,�&�*á������/���ö���l�l�,���,�=�����,�*�&�láË���é��}l�1���&�e���&����� ��� ���+à���&���1�����,���s����}l�*�l�,���,� �,�1�&�,�l�����,�2�,�n�g�����&}/�,Þ 9 �n�1�2�)� 9 ��}l�����&}l��¡T���l�,�,�eï�&¡����,�lÞl�eïîæ2�,�,� �,�1�*á����*¡��å����� ���&���1���&���*�,�=�2�����&�2�,�,�,�,}l���*�=�l�7���&�T�����7}b�,Þ9 �g�&�2��� 9 ��}/�����7}/��}�ï��/�¤�é�,¡K�õ�7�)���,�N�*���&¡����,�l�&� ì í �&�����ª�*�l�xæ1�l�l�Ó���1�*���eà�&���,�*¡��$}b�)ã1�,���*�l���*�,�/à����&�*�,¡�ï"�e���2á[}l�2�s���,�2�b}l�/�)�1���*���Q�¤}¤�"}¤�*�,�*}Ë�,�/à��l�,�l��¡�ï"��,���1�l�,�2�~�����,�b�)�&�/�/���1�x���/�������,����}_�)Þ,���,����}l�å�*�l��èêïe��}/���*�,Þ#��}l�Ó�*��ß6���Ö�)�eá�Þ�����,�,�1�����&�å�����,�2�,�*� ÷ ����}¤����ã1�,�,�,���n�/�1�l�&�s�,¡{�7�l�,�,� ÷ �Ë���,}ä���,�2���+������ï[�7��}_à���&���e� ë2ì

qir��  "!­v$#&%&!�'(#�w­v*)�%�w,+ #&-/.�w�.102#3+ùr
óË���$��}¤��}b��}���}l���,�����*�S���l�*�*�l���~�Ò}/á����*¡ â�Þ,��������ã+}[�­�,��}/�*�¤�)�,���������£�*�&¡�à�e}

L
�Ò}bá�����}ËâÖÞl�#�����*ã+}$è����2�,�1�����������*�,��}l����}/�$�e�)�����+���2�,�1�����������*�,��}l����}/� ë

ML
��}l�,�l�b}l�2�£�b}l�n���i���#�,�,�õ���,���&�e�$�,��}i���_ß��1�£���¤ß[�2�_�"�l¡������7}/�£��}6�1���&ñ*�eà}b�)Þ,�*��� �,��}l�e�_��Þ,�*���Æ���&�*�/���2�,���,�e�

x
�����1���&�����£�z�&���1ñ���}b�)Þl���,�#�l��}l�*�¤�)Þ,�*�,��&�,�2�,�¤�����*�l���*�/�������*�lÞ è±��}�æ1�,�l�öß[�i���&�*�l� ë �l�l�,�1� ��} �,�l�����,�/�ª�*������}_���)�1ß6�*��)�

x
�*�&¡��*�

L
�e�7}��&�����£á�}lãiè´}����,�1�b}b��Þ,���,�î�,��}Ë��}l�,�l�b}/�1�s��}l�$�,�,¡��*��}/�£�Ò}_àá�����} ë2ì4� �&� CD
��ãò���

C ÷ �*�&���l�,�l��¡����e��}l�1���*�&¡����,���,�����£���l�l�,��¡�ï£�����&�Ö�,�!��Ò}/á����*¡ â�Þ,��������ã+}����&�2�,�1�1�,�l�&����¡��Ð�,�,��}b�7�,�x�l�����+�)�2���*�&��¡����i}l��}b���,ã&���*��¡�à�������x�l��}l�*�¤�)Þ,�*¡������Ò}/á��*��}l����â�Þ,��������ã+}*�b}
D ÷ �e��}l�1�§�*�&¡����,���b�����&�Ö��������/�)��¡����*�&¡��

L
����¡ �l�7���&�S���,�����Ò}b�,Þi�Ò}/á����*¡ô�~�,��}l�*�¤�)�l�

L ì
5 ¬�«­¦76ª¬98;:ª¦$®n¯±°�¯=<��+�)�s�

D
���1�~�*�/�)���,ã1�ä�*�&¡��e}e�,æ1�l�z�l�,�l�7��}_�*�&�������*�{�,���/������,�����'���2�)�1��� ì <��2��� C

�����¤}_�"}/�1�,�!�i�Ò}/á�����}l���sâ�Þ,��������ã+}iè±��}l���������1�n�,�¤}¤�"}l�1�bà�!�s��}l��}l���i�l�7}l�����&���&�*�1�,�/�e�Ö���eï��Ò}/á����6â�Þ,��������ã+} ë �l�l�Ë��}¤���Ë�*�_�*�&�*�e�,Þ����e�,�
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�*�,�����Ò}l�2�,�!�=���&���,��}l�*�¤�)Þ,��¡����S�,¡������+�)�&�*�*����� ÷ � ���1�1�_��Þ_�b}b�é���¤ß[�1�����/à���e�*�*�,Þ,�!�Ð��}/�&��¡�� ì è � ���*���&�n�	���e�,�&��}l�*�,�*�,��¡��£�,¡��*���2�)�1���*� IP
�"}l�Ö���l��ß�����*�_ß��&�1�l�,���*�&¡����,�����*�,���

PSPACE
�e�����*�7�,�1�1�l�&���,��}l�e�_�

C
�,���������l�,�,�*�,ã&�

IPC 6= PSPACEC ÷ �*���&���������l�l�,�å�,�g�*�l�
IP

�7}_�"}l�2�,�!�Ð�,¡������+�)�*�l�2�)Þ,�*¡���l�1�l���,���2�,�,�,�������������l�l�,���,ã1�6�,��}l�*�¤�)Þ,��¡��õ}l��}_�)�,ã~�,�����'���2�����1�l�!�x����}_�*� ë2ì
��� ©ª¦���¦�� ¦ 8 :ª¦ö®n¯±°�¯	�#���,�,�*�õ���b�)�����,����}b�)Þ,���l�õ���1��}l�,ïe���n�

Σ0P = Π0P = ∆0P = P,

Σi+1P = NPΣi
P,

Πi+1P = co 
 NPΣi
P,

∆i+1P = PΣi
P.

� �/�������,����}_�)Þ,��}/���*�&��}l�,ïe�*�
�
PH =

⋃

i≥0

ΣiP.

|­�*ß[�~�l�7���2�£���l�e}b�¤}l��}s���,�����1�*�,�*�,�1�lÞ$�,�����'���2�)�1���*�
���l���&�2�,Þi�,���)�*�l�s�������}/ß[���,ã1�
i
�e�)}l�&�

ΣiP
�1�&���&��ß6�*�=�*�/�)�*���M�¤}_�"}¤�*� ì |~�2�,�*�7���*�=�,���)�1�,Þ*�Ö�e�,����#�,�,���e�)}l�&�~�&�����,ã1�s�*�­�����,�,���1�õ�*�/�)�����l����}b�)Þ,�*�,�����&��}/��ïe���õ�&�&���1��ß6�*�i�,�1�����}l�&�1¡ô�����'��¡§�)������ïõ�����l�,���&� ì¥§¦�¨)©ª¦�«­¬s®n¯��n¯

L ∈ Σk+1P⇔ ∃ º)»!¼)¾�½)»'¿~¾�µ&¼�Ï�½)»[»�
 Ä�µ/½�¾�·*Î2½�½)»bÎ�»_Á[½)»��sÎ2½�¾)Î R ∈
ΠkP, Á[µ/Ê�»_Î+ÕÃ·�Ás» ∀x(x ∈ L⇔ ∃yR(x, y)) ÛÜ »¤Ê�µ_³bµlÁsÎØ¼�Ï�À2Ás¸l»bÛ Ü »_À2Á[µlÁs»¤·e½)»_À2Á[Ï�Û�� }bá������l�n�7��}l�1���l�&��}l�����&�z�*�7¡�� L

�¤�l��à�)�1�£�Ò}bá�����}6�Ë�,��}l�*�¤�)�,�
R
è ���,�*�e�,���*�"�*�l�����1��}/ß6�����)�l�7���2�£�,��}l�*�¤�)�,�

ΣkP
����)� ß[�

ΠkP ë �)���+���2�,�1�����������*�,��}l���*�$�,¡��,����}/���[}b�x�1�l���,�*� y
�x���l�2�)�Ëæ1�,�lã&��*���,�,�1���*����}/���l�,���/á��&�*���

R(x, y)
���������,���l���õ�l��}l�*�¤��} ìÈËÎ1»����)»¤¶b¾�¿~»_À1Á[Ï�Û ó��l�e}bß[�&�����,�,�1��ß[���1�����Ã���������)����ñ*��� ìbÝ }l�1�&���l�l�����x�*�+���+à�l�&�����*�������,�,}l���*��� �Ò}/á��*�*�

MO
�ö�,��}l�*�¤�)�l�

O ∈ ΣkP
����}l�&���/�7��}l�Ö������e�7¡��

L ì � �ö�����'�����/���_ß��&����� �����)����ñ*�����*� �l�,ã&�*�§�*�l�
O ∈ ΣkP

�Ò�+�)�+�)�l�1��2�����&�2�,�,�l��}l���������/�)�*���,����}b��Þ,���~�,ã&��}l�������1�����,ã1�Ë�/�,���lá��&���e�
S ∈ Πk−1P

�l�b}_à���,ã1�����*�l�
∀q(q ∈ O ⇔ ∃z S(q, z)) ì� ���*á��&�x�l�&���1��Þ­���&�l�¤ï,�&�������,�§�l�,���/á��&�*���

R
�¤�,���&�1�lÞÖ��������}/ß[���,�z�1�l���,���

x ∈ L
���l�1�,�*�,���Q�1�,�l�l�,�1�l�1�,�/�e�Ö����� �1�Ð�2�,���,�e�

y ì
Ý }l�1�&���l�l�����N�����*�����Ò}l��à�Ë���.è �������/ï,�7�)���,���1�,�*�,���
x ∈ L ë �,�2�,�*�����1���&�,}i�,¡��*���2�)�1�����õ�Ò}/á����*¡ MO�6�,�����'���2�����

y
�2�)�'�)���������î�,�,��}b�7�,�����*�l�1�lÞ

y
���&���*�*�,�2�sæ1�l�i���*�������Ò}l�Ö������l�1�,�e�,�����������1�������6��}/ß[���,ã&�z�,�,��}/���1���*�6�6�,��}l�*�¤���õè±�l�+��Þz��¡ ��}l�1�&�Ò}/�l������}_à�1�ö�,¡��*���2�)�1���*�6��}~�Ò}/á����*�Ö���,��}l�*�¤�)�,��� ë ����}~���l�,�l��¡������l�2�)�'���,��}b�����/���_ß6�eà�l�2�)Þl��¡��s�l�,�,�2�_�

y
�b}l�*ß[���&�&���&��ß6�*�~�1�&�*�l��ð~����}/�_�����&�)�,�l�&��ßs��}l�������6�*������}_��à���1ß6���,�1�lÞË�/�,���lá��&���*�3è±�*��¡����6�+�)�,��}/���n�/�����i��}/ß[���,ã&�

q ∈ O
�b�����i���/�,�,���lã&�
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��}l�&�1�Ò}/�,�*����}l�1�Ò}/�£��}/�����Ò}/á�����}��,�l��}/�[}_��}l�&Þz�£�,��}l�*�¤���,�
y
�1�&���&��ß6�*���b}l���,�

z
���*�,�

S(q, z) ë2ì
� �,��}/ß��&���ª�*�,�x�l�����7}/�����,�£�/�,���lá��&���*�£��������}_���)�2ß��*�x�e��}l�1�1� ΠkP ì óz��������,�,�1�����îæ1�l�,ã&���l�l���lá��1���*�S���&�l�¤ï,�&�������������,�,�1���*�lÞ����,�/à����&���l¡�ï
�����l�����&�e�/à���,�1�lÞ=�,�1�2ïÆá�}lã&�,�S�Ò}/á��*��¡

MO
èê�¤}l���&�����*�,��}l���*¡�ïQ� �1�l���,���

y ë ���*�,�S���/àß[�1�6�,¡{�,Þ��ò���2��}/�������,���&�l�����������7}6���/�������,����}_�)Þ,���,�z�,���1�å� ì � �/à��l�,�l��¡�ï"��������,�&�+ï ��}l�
(q, z)

��¡ ���/��ß6��¡ �*���,�,�1���*�,Þö�l�,���/á��&�*���
S(q, z)

�������=æ1�,�l�K��¡�,�1�b}l�1���!�é�x���1���+�)�2��}bïö�e��}/�&�7}
ΠkP

�g�b}l�é��}l�
S ∈ Πk−1P ì�� ��}l���,���1ñn�n������e}bßs���lã&���l�,�*��ñ�}/�l�2�)Þ,�*�,ã&�Ó�,�l��}/���1���*���ö�l��}l�*�¤���l�ª��¡N���/��ß6��¡T�����,�,�1���*�lÞ�����&���2�,�,�e�,�2��Þ,���x�)� ���*�,�,�&���*�&�Ò}/�Ð�1�l���,��}x�����*������}_���)�1ß6�*�

O
�	� �1�e�����,�,ã1����*�,�

O ∈ ΣkP
�

ΣkP = co 
 ΠkP
�,æ1�l�Ë���¤ß[�2���l¡{�,Þz�ò���2��}/���Ë�z�����'���2�)}bïi�e��}l�+à�7}

ΠkP ì	ø }l���1�l�����	�*�,���2�)�&�&Þ���¡P���¤ß[�1� �l�*���,���Ð�7�)���,ã&�
ΠkP

àY�,¡����*�2�)�1���*��,�,�&�*�/�)Þl�&�,��}/�lÞ,�!� ���*��ã&���
ΠkP

àY�l¡������2���&�����1���Ò���,�&���/��Þ,�*�î�����*�����Ò}/�lÞ �/ï��&���¡=�l�7���1�Ð�,�b�)Þ,���Ë�1�2�)�i�,�1���,���,ã+}/�l�2�)Þl���,�#�l¡������2���&�����Ö�l�7���2�����*�������Ò}l�Ö�����è � ì � ì ��¡ç���,�i���'���1�l�&�������*�����,��}/����¡�ïé�Ò}bá�����¡��2�	�ù��}/ß[���,���*�6���/�,�,��¡�ïÐ�,�1��)���1�lÞl�$���/��ß6��¡Q�1�,�l�l�,�1�l�1�,�l�,��}/�lÞ£�������*���Ò}l�����������,��ð~��ã2�e��}lñ��*�*���"���,���,��à�����*�l�&� �s�&���*�l���$�$�*�&�z�&���,�,}s�l�&�ä�)���2�,Þl� ÷ ���������*�Ò}l������� ë+ì
� ���*���&�*�e�ù���,�2���+���,�,}/�,�+�)Þ,�������,��}/�7}l���*��� �,¡{á����,�&�l���&�å�l�	���_ß6���£�*�/����à���*�,Þi�2���+�)���������xðz}l�*�*�

� � ¦����	��
 :ª¦[®n¯±°�¯
L ∈ ΣkP⇔ ∃ º)»!¼)¾�½)»'¿­¾�µ7¼)Ï�½)»#»�
 Ä�µl½�¾�·eÎ1½�½)»_Î (k+1) ÌYµ2Ä)½)»_Î»_Á[½)»��sÎ2½�¾)Î R ∈ P Õ)Á[µlÊ�»_Î+Õ�·�Ás» ∀x(x ∈ L⇔ ∃y1∀y2∃y3 . . . R(x, y1, y2, . . . , yk)) Û

� ���+���2�,�,���1�Æ�*��æ2�,�,�õ�,�&�l���&��¡ô�*�/�����2�,�!� �1�����1�1�,�l�,��}l���*�����/�)�*�,�õ�7}_�"}¤����i����}l�&�1�
ΣkP ì

� � ©ª¦���¦�� ¦78;:ª¦�®n¯��n¯
QBFk ÷ æ1�,�i�����¤ß[�1�1�,�l�����2�,�����*¡�ï ð~�,�*�å�_� �,����}

∃X1∀X2∃X3...Xk φ,

ãò���
φ ÷ ð~�,���å�¤��}x�x�z|��?�e�)�öó�|��$� }

{Xi}
k
i=1 ÷ ��}/�7�,�*�&�����$���*�_ß��&�1�l��}���&���1���&���*¡�ï æ1�,�l�Sð~�,���å�¤�)¡Vè±��}ù�*�&�*�l�1�,¡��õ���&�*�&���1�&�&��}l�Ö�����1�!�����&�������¤ß[�+à�1�,�,} ë2ì

� � ¦����	��
 :ª¦Ó®n¯ �n¯
QBFk Ú ΣkP ÌYº)»!¼)½�µ�Û

Ü »_Ê�µ_³bµlÁsÎØ¼)Ï�À1Ás¸l»bÛ |z}¤��� �,�1�&ã&�ö���*á�Þ �7}l�����&}/�,Þé���b�)�����,����}b�)Þ,���é�l¡������2���eà��¡��i�*���+���*�e}b�
R
�­�,�������/�_���&�,�,�sð~�,���å�¤�)¡ ì
� �,�z��¡ ��ß[����}¤�������)���&Þ­���2�)}/�,Þ�s�l�&�,�*�&���Ë�­����}bà��Ë�1�,����} ì

����������������������� �
Π

k
P !#"%$&"(' �(�*)+� '�$,' � '.- ������� - ��/ " �����(01� " 2 ������0��3� -�" 4�5#6 �7��8
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â �&���1��Þ����,�1�b}/��}l�&���!�Ð���,�e�*�,Þ*�n�����&�Ö�,�!�ù�)�
PH

à����/�)��¡��[�7}_�"}¤��� ì � �l�,�1�b}��}�æ2�,�l�ö�,�,�����l����¡.�������/�����������Ã���ù���,���������Ò�*�l�ö�/���&���2�Ð�7}Ð�&�l�,�,� �1�����+à�2�,�,�l��}l�����õ�b}l���,� �¤}_��}_�*� ì � �l�,�l���/�������lã&��� �7}l�e�)�����&�*�*� �,�1�,���1� ���,�&�l������+�)�¤ß��*�,�1�l�i�l¡�ã������)�e�z���������1�����­�b}l�n�)�_�,�,ãò�"}
PH = Σj0P

¢_�/�*�,�­���1ð~�,���Ò}b�)Þbà�*�£�����,�e�7���,�1�*�,�!�Ó�b}/�n���/�*�/�)�����l����}b�)Þ,��}/�x���1��}l�,ïe�*�ù���/����}/���&���e�,�1�£���
j0

àYã1������l�,�*�n¢ ì
¥§¦�¨)©ª¦�«­¬ç®	¯��n¯�� ÀØ¼�¾ ΣkP = ΠkP ÕzÁs» PH = ΣkP Û��B·eµlÀ1Á[½)»_À1Á[¾*ÕËÎ1ÀÑ¼)¾
P = NP ÕÃÁs» PH = P ÕÒµ�Î&ÀØ¼)¾ NP = co � NP ÕÃÁs» PH = NP Û
Ü »¤Ê�µ_³bµlÁsÎØ¼�Ï�À2Ás¸l»bÛ � ���1�,�����*�������l�1�b}/�l�,�����s���,��}/�7}/�,Þ[�+�)�+���e�Ö�����G�����e�)�*�e}_àñ*�����

ΣkP = ΠkP ⇒ Σk+1P = ΠkP ì � æ1�l�,�Qñ��+�)Þ,� ��}l�1�&���l�l�����.�e�7¡��
L ∈ Σk+1P ì � � �,�&�l���&��� � ì � �1�����1�1�,�/�,�1� �l�l���lá��1����� R

�*�
ΠkP

è´}î�2�)�+à�)�,��}/�l�2�)Þ,�*���Ò�S�*�
ΣkP ë ���b}l���,�l�Ã�*�l� L = {x : ∃y R(x, y)} ìÃø ��}¤���e�_�Ã�2�����2à�2�,�l�l�1�õ�l�,�*�lá��1�����
S ∈ Πk−1P

�"�b}/���l�l�	�*�l�
R(x, y) ⇔ ∃z S(x, y, z).

â �$�&�1�lÞ
x ∈ L⇔ ∃y∃z S(x, y, z)

��}[æ1�,�s�7��}_�*�*�_�"�e�,�
L ∈ ΣkP ì

� � ¦����	��
�:ª¦[®n¯��n¯�� ÀØ¼)¾�À2Å
	sÎ&À1Ás¸bÅ�Î1Á PH ÌYº)»!¼)½�µ¤×�³bµl¶_µl·�µbÕnÁs»�º)»!¼)¾�½)»'¿­¾�µ7¼)Ï�Ì½�µ7×ù¾)ÎYÄ�µ2Ä �)¾�×ùÊ�»!¼�¼�µ/º)À1¾lÄ)Å�Î2ÁiÛ
Ü »¤Ê�µ_³bµlÁsÎØ¼�Ï�À2Ás¸l»bÛ � ���'�����/���_ß6�����&�b}/���l�z�e�7¡�� L

�2�����&�2�,�l�l�1� ì ó��/��ß6���{�l¡{�,Þ�*�&���l�,�l���,�[���,�����*�1�,�*�,�
k
������� ���/�,�,���lã&�

L ∈ ΣkP ì � ���l�2�)�,�l���K�2���+���2�,�,�*�
����#�,�,�ù�*�&¡��
L′ ∈ PH

�1�,�&���*�l�!� �
L
�	�,�õ�&�2�,Þ

L′ ∈ ΣkP
è �,�+�)Þõ�,�1�i�����l�,����*�/�)�����l����}b�)Þ,�*�,�õ�*�&��}l�,ïe�����¤}l�����e���l¡N�l�,�*�,�&�*�l�2�)Þl�����1�,�+���1���*� ë2ì


