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IP = PSPACE

tvuxw*y�z|{�}|w�~|��u|�ry��xz|�)w��)}��������
IP ���\���!�1�!���2�!���,�����������h�1�,���r� �2�,�¡ h¢�£�¤1¤¥h¦7§  ��,¨�©«ª��e¢)¬���,®�¬�£e¢)¯,���°�£�¤1ª�� ¦ �£�¨�£�±1® §�² ª�°�¬=ª*�,®���³�¬´�e£� W�£ ¦7§ ¨,£�±&®��,µ1�¬**�,±1°�£� *��¬�¨,��,µ1�´ª�°������, ��/¢�£*¶¸·¹*�,±1°�£� *��¬�¨, §»º ª�°��/�,�, ��/¢Q�¼�1���´£e¢)µ&��°�¬*�,®»©��ª�¬�¤ § ¨,£�½¾³¿¬ º ª�°���À�±&¤1¤�ª�±1°�±+Á"£ÃÂ�¬ÄÁ�£�� §�² ®�±2ÅrÁ)ÆÇÁ)¨�Æ�® ¥ ¨ § Â*¬�¤2¢)¬h�,±2¢�¯, §�È®�¬�Æ,¤2�,°�� º ¤1�,¨,£�®�¬�É��Ê�Ë���Ì�b���&�!�Í¬ÄÎÏ�ÐÎ«�1����Ñ��&�!�2¶|���,Ò/¢�£bÁ�£�±1�Ó�±&��µ&°�£�*¬�Â�±&* §�È®�¬$¨ § Â�¬�¤2¢�¬*�,±+¢)¯, § ®�¬Ó¨,� ¦ ®��ÃÅ6��,¤2� ¥ ®�¬�©*ÎS�Êª��/¢)¬�*�,®�¬�£e¢)¯��£ ¥ ª��^¨�°�±&®�±1�¬¨�±&°�� ¥ ����,¤2�,�£ ¥ ®«£/Ô�¬*�£¡Õ�¯,½¾°�¬��µ+£S�Ë�Ö�±Ä¬*®�±&±1�×Á��,¤2��Æ�ª�£= Q¢)±1*�e£�®.Î¿Ø»¨Â�£�¤1����,¤1��¬�©| �¬*¤&ª��/¢�¯ ¦ Æ�±&® § ®ÙÎÚ¤2¢�ÆhÂ�£ º  § ®ÙÂ*¬�¤2¢�£/®Û�2¶Ü�Ýª § �e£/±1�,¤ ¥ Æ�Ò,±+Á�¬h�,¯ÎÙª�°�¬� ¥ �,¯Þ¨ ² �&Áß£e¢)µ1�,°�¬*��®«£*©�£¿Î ² �,Â�±2�6ª*°�¬� ¥ �,¯r±&µ1�r���,µÌÁ"£^¬$�,�/¢�¯, ��r���,µÌÁ"£*© ��,µÌÁ�£k�2�,���T¨ ² �7Á�ª�°*¬��£bÁ�¢�±1Å6¬*� ¥*¦7§  hÆ,©/Á�¢ ¥  ��/�,�,°���µ&�Í¬^¤&�,¤2�e£�¨/¢)±1�ª�°��/�,�, ��/¢Ü¶Õx�6±1¤1��¯��àª*±&°�±'Á"£�±1��Îá�±1 ��/�,�,°*Æ�½á¬*�âk�,°�®«£�À�¬*½¿©"£ÞÎá±1±¿ª�°*�,¨,±&° ¥ ±1�$¨6®�±&°*Æ¤1¨,�,¬ ² ª��/¢�¬���,®�¬�£b¢)¯, §�² ¤&ª��,¤1�,Ò,���¤1�,± º ¶�ã ¦7§   L ª�°�¬*�£bÁ�¢)±2Å�¬h� IP ©h±&¤2¢�¬v¤2Æ È³¿±&¤2�,¨�Æ�±1�ä�e£� �� º ª��/¢�¬���,®�¬�£b¢)¯, §»º ª��Ó¨,°�±1®�±&�¬å�Ð¬æ°�£ ¦ ®�±&°*ÆÄª�±1°�±+Á"£/¨�£�±&® §�²Á�£�� §�² �»ª�°������, ��/¢Ü©�Â*���

• ±&¤+¢)¬ x ∈ L ©Û�,�´�3¨,¤1±&µÌÁ"£×®��ÃÅ^±1�æÆhÒ�±+Á�¬*��¯JÎ?¨æ���,®»©�Â*���×¨ ² �&ÁS�£ÃÁ��ª�°�¬� ¥ �,¯�Ø
• ±&¤+¢)¬ x /∈ L ©��,�6�=®��ÃÅ^±1�rÆ�Ò,±'Á�¬*�,¯ÞÎV¤k¨,±&°�� ¥ �,��,¤2�,¯,½Y�±kÒ,�/¢)±1± 1

2
¶çvzx~|è¹y�zæé"�Ëê�� ã ¦7§  �©e¤&��¤1�,� ¥ ³�¬ º ¬ ¦ ª�£�°T�±&¬ ¦ �,®��,°�âk §�² µ&°�£�âk�,¨�©bª�°�¬��£bÁ�¢)± ÈÅ6¬*� IP É,ÎåÒ,±1°�±1�¿¨ § Ò,¬�°�£�±1�T¤2¢�Æ�Â�£ º  § ®×�,Ò,°�£ ¦ �,®Äµ&°�£/âÙ¬ ¦ ª�£�° § ©�ª�°�¬*®�±& ¥ ±1� Ç±&µ&��¨,±&°*Ô¿¬��£�®à¤+¢�Æ�Â�£ º *Æ�½áª*±&°�±1¤1�e£����¨, *Æ,©	�/�,ª�°�£/¨/¢ ¥ ±2�$ª��/¢�ÆhÂ*±&� §»º µ1°�£�â�W¬Óª�°*�,¤&¬*�6±&µ1�r���,µ+£bÁ�£/�,¯�©) �£� �� º Å^±¹µ&°�£/âá�,�¨ § Ò,°�£b¢Ü¶
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ã¹¤1���©Âh�,� IP ¤1�7Á)±&°�Å�¬h�,¤ ¥ ¨ PSPACE Éª*±&°�±1Ò,±&°�±1®S¨�¤&±^¨,� ¦ ®��ÃÅ� § ±¿��� È¨,±1� § �����Ã�,�1��� �*Ø«±&¤+¢)¬×Á�¢ ¥  �£� ��,µ&� È �,��¬ ¦ �¬ ² ª*°�¬W®��&Á�±+¢)¬�°���¨�£��¬�¬´Î«�&�Ì� Ñ��1��� £��¤äª�±&°*±&Ò,�,°*�,® ¨,� ¦ ®��ÃÅ� §�² ¦ �£ÃÂ�±1�¬ º ¤+¢�Æ�Â�£ º  §�² Ò,¬h�,�,¨��$¨,¤1±�¨�±1�,¨�¬ÝÒ�Æ7Á)Æ��ª�°�¬��¬*®«£�½¾³¿¬�®�¬�©»�,� x ∈ L ¶���£bÂ*¬*�b©¸Á�¢ ¥ Á��, �£ ¦ £/�,±+¢)¯,¤2�,¨�£¡°�£�¨,±1�¤1��¨�£JÁ)� È¤1�e£/���,Â���Tª��, �£ ¦ £e�,¯�©�Â*���T�±1 ����,�,° §»º PSPACE
È ª��e¢) §»º6¥h¦7§  Þ°�£ ¦ ª�� ¦ �£�¨�£�±1®

IP
È ª�°������, ��/¢)�,®»¶�� § Ò�Æ7Á�±&®Ä¬�¤&ª��e¢)¯ ¦ ��¨�£/�,¯ ¥*¦&§  �Ò�ÆÃ¢)±1¨ §�² âk�,°�® ÆÃ¢�¤  *¨�£�*��� È°�£�®�¬6� QBF �2©&����±&¤1��¯¾âk�,°*® Æb¢T¨,¬�Á"£ Q1x1 . . . QnxnB(x1 . . . xn) ©7µÌÁ�± B(x1 . . . xn)�.Ò/Æb¢�±&¨�£^âk�,°�® ÆÃ¢�£^Ò,± ¦  *¨�£�*���,°��,¨�©�¬ Q1 . . . Qn ∈ {∀, ∃}.

� zx~��Óè¹y�w�~���{! |~#"��%$ ±&¤1 �¨�£�h�,�,°�hÆh½åÒ�ÆÃ¢)±1¨�Æ^âk�,°�® ÆÃ¢�Æ B(x1 . . . xn) ®��ÃÅ6��& £�°�¬�âk®�±2�,¬ ¦ �,¨�£/��¯!'�ÉÛª��,¤1�e£/¨,¬*�,¯Ä± º ¨Ä¤1�,���,¨�±1�,¤2�,¨,¬*±ß®���,µ1�,Âh¢)±1 b(x1 . . . xn) ©¦ �£ÃÂ�±1�¬�±» ����,��°��,µ&�¹�£)(#¬ 9 ¤1�,¨,ª�£ÃÁ"£�±1�k¤¸¤&�,�/�,¨,±2�,¤1��¨�Æ�½¾³¿¬�® ¦ �£bÂ*±&�¬�±1®Äâk�,° È® Æb¢ § B �ÐµÌÁ�±*(Í¤&�,�/�,¨,±2�,¤1��¨�Æ,±2� false © 9 ¤1�,����¨,±1��¤1�,¨/Æ,±1� true �2¶�·¹®�±&�*��© α∧β¦ £�®�±1 ¥ ±2�,¤ ¥ �£ α · β © ¬α �Ï�£ 1 − α ©|¬ α ∨ β �? �£�  ¬(¬α ∧ ¬β) ���b¶ ±/¶x�£
1− (1−α)(1− β) �Ú�2��Æ âk�,°*® Æb¢�Æ6��Ò,� ¦ �£bÂ*¬�® α ∗ β �+¶�+ Â�±1¨,¬�Á�*��©*Â*��� ¦ �£ÃÂ�± È�¬�± ®����µ&�,Âh¢�±&�£ b © ¦ £�ª�¬�¤&£����,µ1�^¤&�,µ�¢)£�¤&��r�2�,¬�®¡ª�°�£�¨�¬h¢�£�®´¨�¨,¬�Á�± âk�,°�® ÆÃ¢ §��¤& ��,Ò� �¬��± °�£�¤& �° § ¨�£�±&®, �2©e¨ § Â�¬*¤2¢)¬*��¯kª�°��,¤2�,�#��*� Á�¢ ¥ �1�,��µ&�¾Á��/¢�Å� § Ò § �,¯¦ £bÁ"£/ §S¦ �£ÃÂ�±&�¬ ¥ �Ð¤&¨,�,Ò��7Á) §�² �»ª*±&°�±1®�±&� §�² ¶- °�¬�âk®�±1��¬ ¦ Æ�±&®ß��±&ª�±1°�¯¾¨�¤&½×âk�,°�® ÆÃ¢�Æ#¤� �¨�£�*���,°�£�®�¬¶/.¹Æ�¤1��¯ ��±&ª�±1°�¯ P (x, . . .)�N�±& ������,° §»º ®���,µ&��Âh¢)±&Ó�Ðª��¹¤&® § ¤+¢�Æ¿�N �£� �¬�® È �,�k�,Ò,°�£ ¦ �,®äª��e¢�Æ�Â�±&� §»º �£ È®�¬^¬ ¦ Ò�ÆÃ¢)±&¨�� º âk�,°�® ÆÃ¢ § �2¶0+¹ª*°�±+Á�±+¢)¬�®��,ª�±1°�£/�,��° § & °�£�¤& �° § �,¬ ¥ 'T �¨,£�*�,��°��,¨

(AxP )(. . .) = P (0, . . .) · P (1, . . .),

(ExP )(. . .) = P (0, . . .) ∗ P (1, . . .),

¬v��ª�±&°�£e�,�,°Óª��,�¬*Å�±&�¬ ¥ ¤2�,±&ª*±&�¬´��¢)¬��±&£�°�¬ ¦ £�À�¬�¬��
(LxP )(x, . . .) 1 P mod (x2 − x)

�Ð�,�Þ±&¤2�,¯Þ¨,¤&± xn ª�°*¬ n > 1 ¦ £�®�±& ¥ ½¾��¤ ¥ �£ x �2¶
�v��,µ&��Âh¢)±& LxP ¬�®�±&±2�T��±¾Å^±�ª�±1°�±&®�±1� § ±�©hÂ*�,�T¬ P Ø�¨ AxP ¬ ExP ª�±&°�± È®�±&��£ ¥ x ����¤1Æ��,¤2�,¨�Æ�±1�b¶#+#�,®�±2�,¬�®»©"Â*�,� P ¬ LxP ¤&�,¨,ª�£bÁ"£�½ ��ª�°*¬ ¦ �£ÃÂ�±1�¬ ¥�²ª�±&°�±1®�±&� §�² ¬ ¦ {0, 1} ¶*ã¹¤&*��©�Â*���6¬�¤ ² �&Á��£ ¥ Ò�ÆÃ¢)±1¨�£^âÍ��°�® ÆÃ¢�£^¤¹ �¨�£�*���,°�£�®�¬

Q1x1 . . . QnxnB(x1 . . . xn)

¬�®�±&±2�6���ÞÅ^±¹¤&£�®��,± ¦ �£bÂ*±&�¬�±/©)Â*�,�6¬
q(1)
x1

Lx1
q(2)
x2

Lx1
Lx2

q(x3) . . . q(n)
xn

Lx1
. . . Lxn

b(x1 . . . xn), �32h¶ 9 �
µÌÁ�± q(i) = A ©�±1¤2¢)¬ Qi = ∀ © q(i) = E ©�±1¤2¢)¬ Qi = ∃ ¶4�Ó�ÃÅ�*�TÒ § ¢��¿Ò § ��Ò,� º ��¬�¤&¯¬ÄÒ,± ¦ �,ª�±&°�£/�,�,°*�,¨ Lx Ø	���¬Äª*°�¬�®�±& ¥ ½¾��¤ ¥ ©|Â*�,��Ò § ¤1��±&ª�±1�¯ßª�°*�,®�±1ÅÞÆ��,�,Â� §�²®���,µ&��Âh¢)±&*�,¨���ª*°�¬ ¨ § Â�¬*¤2¢)±1�¬�¬Ä�52h¶ 9 �«¤&ª�°�£/¨�£T�£b¢)±&¨,���ÛÒ § ¢�£T�± ¤2¢�¬*Ô� ��,®´¨,± È¢)¬� �£*¶
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çvzx�)w��)}����¸��� £/Ô�£ ¦ £bÁ"£ÃÂ�£��å¨ § Â�¬*¤2¢)¬*��¯ ¦ �£ÃÂ�±&*¬�± �32h¶ 9 �2¶��«Á�±2¢�£e�,¯ �1�,���,°hÆÃÁ È*�v��ª�°�¬�°�£/¤& �° § ��¬�¬Ç¤1 ��,Ò,�, $Ò�Æ7Á�±2�Þª��/¢�Æ�Â�£/��¯,¤ ¥ �& �¤&ª*�,�±&*À�¬�£e¢)¯���6®�*�,µ&�r®�� È*�,®��,¨��+¶ .¹�,�2�,�,® Æ=® § ��Î«�&�Ì� Ñ��1�'�6¨,��¤&ª��/¢�¯ ¦ Æ�±&®�¤ ¥ �����Ã�,�1��� �,®»¶.¹°�¬Q�,ª*¬�¤7£�*¬�¬ª*°����,�� ��e¢�£ ¦ £��&Á���´Ò�Æ7Á�±1®3Á)�, �£ ¦7§ ¨�£e�,¯¡¬å±1µ&�´ ��,°�°�±1 *�,*�,¤1��¯�©����
	���������������������� � �"!k¶
.¹°������, ��/¢QÒ/ÆÃÁ)±1� ¦ £� h¢�½#Â�£/��¯,¤ ¥ ¨����,®»©«Â*�,��® § Ò�Æ7Á�±2�æª���¤2¢)±'Á��,¨�£/��±2¢)¯���¤1ª�°�£/Ô¿¬�¨�£/��¯Í�Ä� ª��e¢)¬���,®«£ ² © ¥ ¨/¢ ¥ ½¾³¿¬ ² ¤ ¥ �±¸Á)�¹ ����À�£ ¨ § Â�¬*¤2¢)±1� § ®Q�32h¶ 9 �2©¤1�¬�®«£ ¥  �¨�£�*���,° § ¤2¢)±1¨�£ß�£�ª*°�£�¨,��¶�. Æ,¤2�,¯ q ∈ {E, A, L} ©x£ R � ª��/¢)¬�*�,®»©¦ £�ª�¬�¤&£�� §»º  h£/ 6¨��52h¶ 9 �+©��b¶ ±/¶hª*°�¬6ª*�,®���³�¬6�,ª�±1°�£/�,��°��,¨ E, A, L ©�£Í*±¾¨ ¥ ¨���,®¨�¬�Á�±�¶ � £/Ô¿± º ª�°��,®�±2Å6Æ����,Â��� ºv¦ £bÁ�£bÂ*± º Ò�Æ7Á�±1�ÞÆ�Ò,±+Á�¬h�,¯,¤ ¥ ¨Þ���,®»©�Â*���

qxi
R(x1, . . . , xi−1, xi) = c, �32h¶ � �

Á�¢ ¥ �±& ������,° §�²k¦ £bÁ"£�� §�² Â�¬�¤+¢)�,¨ §�²k¦ �£ÃÂ�±&�¬ º ¤1¨,�,Ò,�&Á� §�² ª�±&°�±1®�±&� §�² x1 =
r1, . . . , xi−1 = ri−1 �Ð¬ xi = ri ©�±1¤2¢)¬ q = L �2¶»�Ëã¹¤&��*©�Â*����¬*¤ ² �&Á��£ ¥¡¦ £ÃÁ"£ÃÂ�£âk�,°*® Æb¢�¬�°*Æ,±2�,¤ ¥ ¬�®�±&�*�6¨r�e£� �¬ ² ��±&°�®�¬*�£ ² É i = 1 © R �Ö¨,¤ ¥ âk�,°�® ÆÃ¢�£v�52h¶ 9 �+© *°��,®�±vª�±&°�¨��,µ&���,ª�±1°�£/�,��°�£ q ¶ � � § Ò/ÆÃÁ)±&®á¤1¨,�&Á�¬*�,¯Ä�£/ÔTÆ ¦ £bÁ"£ÃÂ*Æ¡  ¦ £bÁ�£bÂ*±Á�¢ ¥ Ò,�/¢)±1±Í ��,°*���, ��,µ1� R ©��b¶ ±�¶)�£/ÔÊª�°*���,�, ��/¢ÇÒ�Æ7Á�±2��°�±1 *Æ�°�¤1¬�¨, § ®»¶# �$&%'�(	)$ � �*�(+�� � $���� � $(! L , � ���-+���.0/1+�� � $�23	��(45+�� � �6!��-.0.��)47+ � �8!9�-2 ��:
���(;�.0�=<>!?.��)%'�);�@��.��)�A+ ��� ���
; ��� B�-. �0�DC8E)FHG-IJ� + � $&��$J.0$�@�����K.��L+ � ����� � <@�(	 � �
d ,A%8	�� d MN�)O)P���� � �Q � ;R� � ��� �5��<@��2S	��-. � 4T+�� � �U!9��.0.0�=<V� ��� <@�(	). ��WYX � ��:
! �  � Z�F �v��,µ&��Âh¢)±&�£�®�¬ qxi

R ¨ �£/Ô�±1® £b¢)µ&�,°*¬*�,®�±� �£� ´°�£ ¦ Ò/ÆÃÁ�Æ����2�,¬´ª�°�� È®�±2Å6Æ����,Â� § ±�®���,µ1�,Âh¢)±1 § © ª����1�,��® Æ×® § Ò�Æ7Á�±&®V�,°�±1Ò,�,¨�£e�,¯�© Âh�,�,Ò § ¤1��±&ª�±1�¯
R(r1, . . . , ri−1)  h£/ J®���,µ1�,Âh¢)±1�£Ç���Ó�&Á��� º ª*±&°�±1®�±&��� º �±�ª*°�±&¨,��¤ ² �&Á�¬h¢�£ d ¶
�Û¢�ÆhÂ�£ º  § ±6Â�¬�¤2¢)£vÒ�Æ7Á)Æ��v¨ § Ò,¬*°�£/�,¯�¤ ¥ ¬ ¦ ª*�/¢ ¥ F = Z/pZ �,¤2�e£/�, ��,¨Óª��Ó®�� ÈÁ�Æb¢�½3ª�°��,¤2�,�,µ1�vÂ*¬�¤2¢�£ p © ����,��°��,±r¤2¢)±'Á)Æ,±2�Ç¨ ¦&¥ ��¯�Â*Æ��,¯�Ò,�/¢)¯/Ô�¬�®»©�Â*±&® d4 � p®��ÃÅ^±2�k¨ § Ò,°�£e�,¯ ¢)¬�Ò,�k�|©/¢)¬�Ò�� Î�©,ª��/�,�,® Æ¿Â*�,�kª�°���¨,±&°� �£¹ª�°���¤1�,�/� § Á�¢ ¥ Â�¬�¤&±+¢�e£/ ���µ&��°�£ ¦ ®�±1°�£r��°�¬�¨,¬�£e¢)¯,�£,�2¶

�¸��°��,µ&��± �,ª�¬�¤&£��¬�±Ûª�°��/�,�, ��/¢�£¿��¨,±1°��±1±�©e°�±& *Æ�°�¤1¬�¨,�� º ª�°��,À*±+Á)Æ�° § ª�°���¨,±&° È *¬ �,��µ&��© Â*�,� ±&¤2¢�¬ ª�°��,¬ ¦ ¨,±1¤1�,¬ ¨�¤&± Á�± º ¤2�,¨,¬ ¥ ¨ & ®���,µ&��Âh¢)±&*±�'
qxi

. . . q′xn
R(r1, . . . , ri−1, xi, . . . , xn) ¤�¨,*±1Ô�*¬�®Ç�,ª*±&°�£/���,°��,® q [ ¤7£/®Ó®����µ&�,Âh¢�±&¦ £�ª�¬�¤&£�× �£� ×¨ßÆ,¤+¢)�,¨,¬*¬�©��,�e¢)¯, �� ¨,®�±&¤2�,�äª�±1°�¨ §�² i − 1 �,ª�±&°�£/�,�,°*�,¨  ×�±&® Æª*°�¬h¢�£�µ+£/½¾�,¤ ¥$¦ �£ÃÂ�±&*¬ ¥ Á�¢ ¥ ¤&�,�/�,¨,±2�,¤1��¨�Æ�½¾³¿¬ ² ª�±&°�±1®�±&� §�²R\ ©*���^ª��/¢�Æ�Â�¬*��¤ ¥ ��,*¤1�e£�*�e£ c ���e£� ��,¨,�*¶)·k®�±1±1��¤ ¥ ��°�¬Ç¤+¢�Æ�Â�£ ¥ É

q = A ¶ �=Á��/¢�Å�±& ª��,¤+¢�£/��¯ Î3 ��,�&âkâk¬�À�¬�±1*� § ®���,µ1�,Âh¢)±1�£ ���$�&Á��� º ª�±&°�± È®�±&*�� º s(xi) = R(r1, . . . , ri−1, xi) ¶�]�¤2¢)¬ deg s > d ¬h¢)¬ s(0)s(1) 6= c ©ÎÖ���,¨,±1°�µ+£�±2� ¨ ² �&ÁW£b¢)µ&�,°*¬*�,®«£æ� � �(.^+ � $&�_M`� �  � 	��-4 � ��� � �����/�.��C8E)Fba�I ��� � .�� �1c + ����� �$�d+ � $&� � @/�.0�e� � �-� XfX
�0g0� ��.0�h� s , � $ � ��. � ��� �
s(0)s(1) = c O)�fB��O)�����
+��"�.���.��i+����(+ � �-	���@��. �0W �(+�� � $���� � $ A �+¶

jlk
monUm-prq�pts�u6v�u-wUx8m'y�q-z|{-q-v�}-~�q-z|n�x'uU�)u6��}fprq"��u6xo{��ox'}ox'q-v�}-y�qBs�v)�en6m�prq-�Uq����)��x'�)uU�)�)u6�Uqpr�)q-�Uq-�(v�uU��m
b
w)mLs m8v�u6u|�)u
�)�)uU�-q�n���qQs��)x
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� ª�°��/�,¬�¨,*�,® ¤+¢�Æ�Â�£�±_� � �h$&�-� � � � O���	 � �h/ � ��,9;���� � �-� XfX
�0g0� ��.0�h�
!?.��)%-�(;�B�-.0$ s M + � $ � � �/�.0�e� C � �  � �)���i�h$ � ,|������$ 	)$ ;�$1���
+��"�.�� :
.0$ I ¶�ÎÝ¨ § Ò,¬�°�£/±1�^¤+¢�Æ�Â�£ º ���±¹Â�¬�¤2¢�� ri ∈ F ¶hÕx±&ª�±1°�¯�©h°�±& *Æ�°�¤1¬�¨,��r¬�¤ Èª��e¢)¯ ¦ Æ ¥ �,����Å^±�ª*°����,�� ��e¢Ü©b�$Á��e¢�Å^±& Æ�Ò,±'Á�¬*��¯¾Î�©&Â*�,� R(r1 . . . ri−1, ri) =
s(ri) ¶���$(!9��� � ! ,f;����?� � � ���0�h.�� � �h/h���)%'��,=;R��� �)��� � $&����. � �����9��� :
+��"�.���.���,�.�� � �-� XfX
�0g0� ��.0�h� !9.��)%'�(; @��.0$ s M .���+ � $&� � �/�.0�e�',h.��
+ � ��� � � <��(	 � � d/d4 C !9� �  � ;R$�40.�� +��(+0$� � � � � � ��.0/K!?.��)%-�(;�B�-.0$ � ��� :
+��-. � .��>O��"@��� d .0$ 	 +��"B�6! � $���!�� � $ ≥ d4 I F�� � � ! ��� ;�� � +0�e��$ ��� � �
���	��!9��23.�� � �h/���
 � O � �h/ � �d.0$A�����8!�
h$&%'��M 	)$��/�.���4�
������$&� ����� �
���"�/ � �h�(� � � ��������� ��.��)%'� �������)��$ F

q = E ¶ .¹�/¢���,¤1��¯,½Ù£/�£e¢)�,µ1¬�Â���Tª�°�±'Á § Á)Æ�³�±1® Æ$ª*Æ�� *�/Æä�Ð���/¢)¯, ���ª*°��,¨,±1° ¥ �,¯�£ÃÁ���©� ��,�±1Â����©)Â*��� s(0) ∗ s(1) = c �2¶
q = L ¶#�=Á��/¢�Å^±&ßª*�,¤2¢�£e�,¯$Îá ��,�1âÍâk¬�À*¬�±&*� § ®���,µ1�,Âh¢)±1�£ ���$�&Á�*� º ª�±&°*± È®�±1��� º s(x) = (R(r1 . . . ri−1, x) ¶�]«¤+¢)¬ deg s > d ¬h¢)¬ s(0) + (s(1) −

s(0))ri 6= c ©e���#Î ����¨,±&°*µ+£�±1�6�6�)��!9��� � ! ,o;���� s(0)+(s(1)−s(0))ri M�)������.0$�;��-. � � s(x) mod (x2 − x) + ��� x = ri M �h$ � ;���� �(. � .�����$
+ � $ � � �/�.��h	����$&�-� ,L;R�����(��� � � %8$&�����2¶
Õ�£� ×® § Æ�Ò,±2ÅrÁ�£�±&®�¤ ¥ © Â*�,�ß¢)¬*�±7£�°*¬ ¦ £�À*¬ ¥ Ò § ¢�£ ª�°��,¬ ¦ ¨,±'Á�±&�£äª�°�£ È¨,¬�¢)¯,���¶ ����,¨�£ � � �h$&��� � � � O���	 � �h/ � ��,h;���� � �-� XfX
�0g0� ��.0�h� !9.�� :
%'�(; @��.0$ s M + � $&� � @/�.0�e�2¶"Õx�,µÌÁ"£rÎá¨ § Ò,¬*°�£�±1��¤+¢�Æ�Â�£ º  §»º �2¢)±1®�±&*�
r′i ∈ F ¶eÕ�±1ª�±&°�¯*©/°�±1 *Æ�°�¤&¬*¨,��k¬�¤&ª*�/¢)¯ ¦ Æ ¥ �,�/� Å^±�ª*°����,�� ��e¢Ü©��ÓÁ��/¢�Å�±&Æ�Ò,±'Á�¬*�,¯¹Î¿©�Â*��� R(r1, . . . , ri−1, r

′

i) = s(r′i) ¶��K� � �-�0�h.�� � �h/i��
 � O � �h/ :� �*.0$i�����8!�
h$&%'��� � .��)��$ d/d4 F
� $ ��� ! �(O � $����8!A,L!9� � �)� � � 
 � ! O(d2) � � �����@�-� ��.0�=< �������)�����(,t+ ��� ;R�6! �� $�2S	��"! � �5. � <T� � � �-���h.�� � �h/ ��
 � O � �h/ � � .�� + � ��� � � <��(	 � � 1/d3 F � $ ��� !

�)O � $����8! ,�� � � ���0�h.�� � �h/ ��
 � O ��� .0$�
���%-�h+ � �(��� � �"�$ ≤ O(d2) · 1/d3 F
pÞq�� �������� �� "!$#%�'&)(*�,+��-�/.#)0%�'&)#Jq
1 ±1®�®«£ � �2¢)¬�£/*�e£ È � £ ¦ ¬�°�£��¬ ¥ ¨/¢ ¥ ±2�,¤ ¥ �&Á��¬�® ¬ ¦ ª�±1°�¨ §�² �±2�,°�¬*¨,¬�£e¢)¯� §�²°�± ¦ Æb¢�¯b�e£e�,�,¨6�,Ò6�/�,���Ô¿±&�¬ ¥h² ®�±1Å^Á)Æ$¤+¢)�ÃÅ�*�,¤1�� § ®�¬Ç h¢)£�¤&¤&£�®�¬�¶
2Çy�è¹è¹{àé"��ê �43�¶�ÎÛ��� �������&©"Î�¶�ÎÛ�65&� ��������� �87 !9���-� � �^� � � ���0�h.�� � �h.��)� Cl� �(	�.�� :� ��� � �(.0.���43��
 � O � �(4 I +��" � .��8! � $��/�.��)�*+�� � � �6!��-. � � � ��	:9��. � �;��$�	�$�; � ��� :
+��"@. � !9� � � �V� ��� � .0	 � � � 	 � $��/�.0�=!<��$ 	)$�;R$�!A, � !9� W P � ! .��DO��"B���7�(	).��)%'�
���
+��"�.�� W P���%'��.0$�O�� � $ F
·¹ § ®�¬¡¤2¢��,¨�£�®�¬�©�ª*� ¦ £bÁ"£�*�� º âÍ��°�® ÆÃ¢)± F ¨>= �'? ®��bÅ6��äª��,¤2�,°���¬*�,¯âÍ��°�® ÆÃ¢ § F1, . . . , Fm ¨@= �'? ©��e£� �¬�±ÍÂ*���
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• ±&¤+¢)¬ F ¨ § ª��e¢)�¬�®«£*©/�,�¹¤»¨,±1°�� ¥ �,*�,¤1��¯,½¿©�Ò,�e¢)¯�Ô�± º 1/2 ©�ª��¹ �°�£ º �± º ®�± È°�±��7Á)�£¹¬ ¦ âÍ��°�® ÆÃ¢ F1, . . . , Fm ¬�®�±&±2�¿¨¹���,Â���,¤2�,¬6�7Á)¬�r¨ § ª��/¢) ¥ ½¾³¿¬ º�£�Ò,�,°Ø
• ±&¤+¢)¬ F *±&¨ § ª��e¢)�¬�®«£*©����6¨�¤&±kâk�,°�® ÆÃ¢ § F1, . . . , Fm *±&¨ § ª��e¢)�¬�® § ¶
. Æ,¤2�,¯ F � âk�,°�® ÆÃ¢�£h© £æ�£/Ò,�,° A ª�°*¬�¤&¨�£/¬�¨�£�±2� ¦ �£ÃÂ�±1�¬ ¥ ¨,¤1±&®Ê±&± ª�± È°*±&®�±&* § ®»¶ +#���bÅ^Á�±1¤1�,¨�¬�® A ¤ n È Ò,¬h�, § ®�Â�¬*¤2¢)�,® a = a0a1 . . . an−1 ©Ü�e£/ �¬�®Âh�,� aj = 1 ©±&¤2¢�¬æ¤&�����,¨,±2�,¤2�,¨�Æ�½¾³�£ ¥ ª�±1°�±&®�±1��£ ¥ ¨v�£�Ò,�,°*± A ¬�®�±1±1� ¦ �£ÃÂ�± È*¬�± true ©Û¬ aj = 0 ¨�ª�°��/�,¬�¨,*�,®3¤2¢�Æ�Â�£/±�¶ � § Ò,±&°*±&®3À�±+¢ § ±ßÂ�¬�¤+¢�£ pi ¬ ri¤+¢)±+Á�Æh½ ³�¬�®å�,Ò,°�£ ¦ �,®»¶@���£bÂ�£e¢�£�¨ § Ò�±&°�±1®Q°�£�¨,���¨,±&°�� ¥ �,�� ¤+¢�Æ�Â�£ º  § ®å��Ò,°�£ È¦ �,®ÙÀ�±+¢)�,± i ∈ [0..n] ¶ ��£/��±&®Ù¨ § Ò�±&°�±1®�°�£�¨,���¨,±&°�� ¥ �,��ß¤+¢�Æ�Â�£ º  § ®��,Ò,°�£ ¦ �,®

pi ∈ [1..bi] ¬ ri ∈ [0..bi] ©�µÌÁ)± bi = 4 · 2in2 ¶ ��£�®�±1�¬�® F �£^âÍ��°�® ÆÃ¢�Æ
F ∧ (a mod pi = ri).

� § °�£/Å^±1�¬�± & (a mod pi = ri) '6�,Ò�� ¦ �£ÃÂ�£/±1� ¦ Á�±1¤&¯ÞÒ�ÆÃ¢)±&¨�Æ�âk�,°*® Æb¢�Æ$¨ = �'?�/�æª�±1°�±&®�±1� §�² a0, . . . , an−1 �Ð¨,� ¦ ®��bÅ6���©x�e£� *Å^±Ó¬�¤&ª��e¢)¯ ¦ Æ�½ ³¿Æ�½BÁ��,ª*�/¢)�¬ È��±2¢)¯� § ±Tª*±&°�±1®�±&� § ±/©"ª*°�¬�Â�±1® ¦ �£ÃÂ�±1�¬ ¥ Á��,ª*�/¢)�¬*��±2¢)¯� §�² ª�±&°�±1®�±&� §�² �(	 :
.�� ��.0$�;R.�����ª�°�±+Á)±2¢ ¥ ½¾�,¤ ¥ ª�� ¦ �£bÂ*±&�¬ ¥ ®Ý�,¤2�e£e¢)¯, §�² ª�±&°�±1®�±&� §�² �+©Ü ��/�,�,°�£ ¥ª*°�±+Á�¤2�e£�¨/¢ ¥ ±1�Ý¤&�,����¨,±1��¤1��¨�Æ�½¾³�±1±Q£�°�¬*âÍ®�±2�,¬�Â*±&¤& ��,±W¤&°�£/¨,�±&*¬�±�¶ � £�ª�°*¬�®�±&°�©�2�e£Óâk�,°�® ÆÃ¢�£$®��ÃÅ^±2�ÓÒ § �,¯vª��/¢�Æ�Â�±1�£Óª���¤&°�±'Á�¤1��¨,�,®Ù ��&Á�¬�°���¨�£��¬ ¥ �,Ò § Â���,µ1�Æ�®���ÃÅ^±1�¬ ¥ & ¨¿¤2�,�/¢)Ò�¬�  '��b¶4+ Â�±&¨,¬�Á����©�Â*�,�¿�1�,�¿¤&¨,±'Á��±&�¬*± ª��/¢)¬*��,®�¬�£e¢�¯,��¿ª*�¨�°�±&®�±1�¬�¬�ª�±1°�±&¨��7Á)¬*�k�±&¨ § ª��/¢)�¬*® Æh½=âÍ��°�® ÆÃ¢�ÆÍ¨#�±1¨ § ª��/¢)*¬�® Æ�½ âk�,°�® ÆÃ¢�Æ,¶
+ ¤2�e£�±1��¤ ¥ Á��, �£ ¦ £/�,¯*©	Â*�,�v±&¤+¢)¬ F ¨ § ª��/¢)*¬�®«£*©��,�v¤rÒ,�/¢)¯/Ô�� º ¨,±1°�� ¥ �,*�,¤1��¯,½*�,¨�£ ¥ âk�,°�® ÆÃ¢�£^�&Á����¨ § ª��/¢)*¬�®«£*¶

. Æ,¤2�,¯ a(1), . . . , a(D) ��¨,¤1±¸¨ § ª��/¢) ¥ ½¾³¿¬�±��£/Ò,�,° § âk�,°*® Æb¢ § F ¶���£�®�±2�,¬�®»©Âh�,� i = dlog2 De ¤ ¨,±1°�� ¥ ����,¤1��¯,½ 1/(n+1) ¶ .¹°�±'Á�ª��/¢��bÅ6¬�®»©eÂ*�,�k�2�,�¹¤&��Ò § �,¬�±¬*®�±&±1�ß®�±&¤1����¶	��£/®�±1�,¬*®»©xÂ*���vÁ�¢ ¥ Á"£�� §�² j, h � j 6= h �k¬�®�±1±1��¤ ¥ �±�Ò,�e¢)±&± nª*°��,¤1� §�² Á)±2¢)¬*��±2¢)± º °�£ ¦ *�,¤1��¬ a(j) −a(h) ¶R�´Á�°*Æ�µ1� º ¤1���,°��, § ©�Á�¢ ¥ Á��,¤2�e£/�,�,Â È*�¿Ò,�/¢�¯�Ô�¬ ² n ¬�®�±1±1�,¤ ¥ ©* �£� 6®�¬��¬�® Æ�®»© 0.92129 · bi/ ln bi > bi/ log2 bi ≥ 2i+1nª*°��,¤1� §�² Â�¬�¤&±+¢Ü©e�±¸ª*°�±&¨,��¤ ² �&Á ¥ ³¿¬ ² bi ¶ÃÕ £� �¬*®Ç�,Ò,°�£ ¦ �,®»©Ã¬*®�±&±1��¤ ¥ ©/ª��¾ *°�£ º �± º®�±1°�±�© 2i+1n − 2in = 2in Â*¬�¤&±+¢ p ©��±¹ª�°�±1¨,�,¤ ² �&Á ¥ ³�¬ ² bi ©*�e£� *¬ ² ©�Âh�,�Þ�,¤1�e£/���, ¨ § ª��/¢) ¥ ½¾³¿±&µ&�T�£�Ò,��°�£ a(j) ª*�T®��&Á)ÆÃ¢)½ p ���7¢)¬�Â�£�±1��¤ ¥ ���Í�,¤2�e£/�, ��,¨�¨�¤&± ² Á)°*Æ Èµ1¬ ² ¨ § ª��/¢� ¥ ½ ³�¬ ² �£�Ò��,°��,¨ ª�� ®��7Á�Æb¢�½ p ¶��Û¢)±'Á��,¨�£e�,±2¢�¯,���©eª��  �°�£ º *± º ®�±1°�±
2in ª�£�° 0 ≤ pi, ri ≤ bi

& ���7¢)¬�Â�£�½¾��'��£�Ò,�,° a(j) ���Ç¨,¤&± ² �,¤2�e£e¢)¯, §�² ¶	��£�®�± È��¬�®»©ÛÂ*�,��Á�¢ ¥ °�£ ¦ ¢)¬�Â* §�² ¨ § ª��/¢) ¥ ½¾³¿¬ ² �£�Ò,�,°���¨Ä®���ÃÅ^±1¤1��¨�£ & ���7¢�¬�Â�£�½ È³¿¬ ² '¿ª�£/°^Á�¬ ¦�� ½#* *�, § ¶r�Û¢)±+Á)�,¨�£/��±2¢)¯,*��©�¬�®�±&±2�,¤ ¥ *± ®�±1�±&± 2in ·D ≥ 22i−1n¬*¤& ��,® §�² ª�£�°�¶�Õ�£� �¬�® �,Ò,°�£ ¦ �,®»© Á�¢ ¥ Á���¤1�e£/���,Â���´Ò,�/¢�¯�Ô�¬ ² n ¨�±&°�� ¥ ����,¤2�,¯¨ § Ò,°�£/��¯Þ�e£� hÆh½Nª�£�°hÆ$¤&�,¤2�e£�¨/¢ ¥ ±1�b©�ª��r �°�£ º �± º ®�±&°�±/© 22i−1n
16·22in4 = 1

32n3 ¶
�	�@v�uUpru6��x"m-�)�)�ouAq-��u6��m�
)�)� ��m"s1{��)x8m-pr� y�qQs �)�)��=x-n���x8m-y��0�)x'q�{-� q��)�)uls u�v��)x-}>�)q��-�oz{-�)x
z = x ∧ y

w�s q-�)�)~�uUphs��������=�)y�
��)�
¬x ∨ ¬y ∨ z

w
¬z ∨ x

w
¬z ∨ y ��� n�x8m'v�}-�)�ou q-�)uU��m�
��)�prq"� ��q��Qm'y�qQs��)��q-��m-x'}L���)�A�)q�prq��L���6x'q�z � q-x-�)��
�m-�)�(��� mtprq"�t�)q �J��m'�)����pr�� � �
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� �,®�*�bÅ^£ ¥ �£¹¨,±1°�� ¥ ����,¤1��¯T¨ § Ò,°�£/��¯ & ª�°�£�¨,¬�¢)¯,��,±�' i ©�ª*�/¢�Æ�Â�£�±1®»©�Â*�,�k¨,± È°�� ¥ �,*�,¤1��¯T��Ô¿¬�Ò, �¬Þ¨¹�£/Ô¿±&®Ä¤&¨,±'Á��±&�¬*¬6�±»ª*°�±&¨,��¤ ² �&Á�¬*� 1− 1
32n4+32

¶ � § Ò,¬�°�£ ¥�,°�� º  �¬ (i, pi, ri) ¤+¢�Æ�Â�£ º  § ®Ú�,Ò�°�£ ¦ ��® O(n4) °�£ ¦ ©«ª��/¢�Æ�Â�£�±1®á ��,�¤2�e£�*�,hÆh½¨,±&°�� ¥ �,��,¤2�,¯6��Ô�¬�Ò� �¬�¶


