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tvugwyx
z|{�wy}�~,�1ugwd�)~,�&����~,x�w/�7w/u,�*z7�*u,~
BPP

⊕P ⊆ P
PP �d� ���&�,����{�~�z7�ju,~

BPP
⊕P ⊆

PP
⊕P �)� {�w|���*udz){�w/}���~y�1ugw/uy~,��{�~6��~,x�w/�|wgu,���yxj�)�#�*�&{����

PP
⊕P ⊆ P

PP ��v�,�2u,�
M �����m� ���r� ~y�7{�w|���*}Q�*�&���2� accM (x)

x�~/�������&�2u,�,~������*{���}�wy���
� �j� �*��u,�&¡¢}�w/£¤��{�¥ M

{�w6�/��~&���
x ¦ ��{�w|����§1~,�,~,��¨
z"x�~/�)�*���&�2u,�,~$��~&���1x�w/�7~,x
z�*�����,~&�)¨ � �j� M

{�w
x
�©������{*��}�wy� � �&�ª�&~,�2u,~|¨�{��*�|« �

¬`­¯®±°y²³°�´¯°�µ±¶±°R·¹¸»º)¸
#P = {f : Σ∗ → N ∪ {0} | ∃

��~/�)�*{�~,}³��wg���,{�w/¨L��~�y���&}³�1{�� ���m� Mf

z�ugwyx�w/¨¹z)�*uy~
∀x f(x) = accMf

(x)} �
� wyx���}R~ � ��w/�7~y}¼z #P �S½ uy~¾~ � ~ � � �&{*��� NP

��¿ ��wy�2u,{�~,�2u,�¹z³� #P
��}³�+��2u,�!¨¢�|w|�"w|��w

#SAT
z"�$x�~/u,~,��~y¡¾��~ � �|�)�&�y~,¡¾ÀÁ~,��}��|�)��u,�*� � �y�1u,�!¨Â~,���*�+���+�)�*u,�Ã�Ä�Å�Æ�ÇjÈ&É2Ê©ËyÄ �,¥¼��~g�){*¨�� � �j�Ì�1�Á{�w � ~,�*~,� �

Í$Î*Ï °�®
Ð�²³°�µ±¶¯°Ñ·	¸»º�¸
P

#P = P
PP Ò

Ó Ä|Ã�ÔdÕgÔyÊ©ÈÖÅ�×�É2Ê©ËyÄ Ò 9 �
P

PP ⊆ P
#P � � �¤��}�wg��¨*¨ ~ � � {�~,�1uy�¹z¹}³~|Ø6{�~Ù�&�*�*ugw/u,�*z�ju,~`�,�1�v�,�1uy�,�6���1���&��w��y¥¼�����2���&{���¡ ���m� ��~&���*{�wyx�~,�,~,¡6���)��{�¥ �)Ú ��~y}³~ � �,�~y��wyx*�|��wr}³¥L}³~dØ��&}¢���&{�w/uy��z��&x�~/�)�yx�~������*{���}�wy� � �j�Û�,¥¼�*���2�)�1{���¡©��u,~y¡Û���)��*{�~,¡�}�w/£���{*¥ � �,�#�*��{�§+w*z	{�w/�Û�*{*u,�1���&�2�,�1u � ~/�)�y£¤���)� ½ u,~Ì��~/�)~y�,��{�¥G�,�&�+� ��r~,�1���*ugwy�1} ½ uy~6{�wÛ�&wy}³~,¡�}�w/£��*{�� �Ü �

P
#P ⊆ P

PP � �v�,�2u,�${�w/£Ý~,��w/x*�|�¾�*�
#P

�7wd�"wy{ ���m� M �"� �����+�)�2�)��}¨j�7¥¼x
L = {(x ∈ Σ∗, y ∈ N) : accM(x) > y} �dÞ �2�)�ª}³¥ß��~,x�w/Ø��&}¼z|�*uy~ L ∈ PP

zuy~,§à�"w����,~,�*��{�¥¼}á�*~,���&x�~,}â�|w$��~/����{�~,}³��wd�)�,{�~,�©�,�*�&}�¨¢}³~|Ø�{*~ � �|�)�1uÌ{�wy¡*uy�uy~,��{�~y� �7{�w|���1{����
accM(x) ã �,�&�1§&~��,¥¼�*���2�)�1{���¡ 2poly(n) z�w¾���,~,���*{�¥¼¡ä��~,���1x��w � ~yugwy�2u6�7w log

zju,~Û�&�1uy�6�7w
poly(n) ��r~,�2u,��~,�*} �ª�Ì� M ′ z���~,x�w/�&¥¼��wy� � ���¤z��ju,~ L ∈ PP

� �r�&�*�,¥¼¡I�&�Ì£`wy§ ã{*�+���2u,�&�*}³��{�����~y��wy{�{�¥¼¡=�,¥ � ~,�¹z��¾~7�){�~,¡å�,�1uy�,�å�|wy�*�y�&x�wy�2u,�!¨æ}�w/£���{�w M
z��
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���*��§&~,¡Ì����~y������~&�)¨ju�ÀÁ��x*uy���,{�¥¼���,¥¼���*�2�)�1{��*¨¹z�x�~yuy~,��¥��Ì�2u,~/�)�yx�~©Ø`�/z��&x�~/�)�g�x�~��¢}�w/£¤��{�¥
M
zo{�~Ì�*�6{��j�Â�m~/u,�,�1��§+wy� � �&�Ù�1~,�1uy~|¨�{����6��~,��w|�"wy�1um��~,�y{�~ y�,�1uy~,x ��� u,~,§1~#�)�&§1x�~ �)~ � �*uy�,�!¨¹z/�&}³~yuy��¨¤u,~/�)�yx�~#{�w����,~y����{*���æ�7wy�����1�r��~&���&x�w/�2�x�� ¦ }³�&{��/£��Á~,{�w`�����+��w y

�j�)� � ~/���y£��7« �Ú x�~/���,x�~�������{*��}�wy� � �j�$�j��uy�&¡Ù� M ′ � t#� accM(x)+ (allM − y)
z�§à���

allM
� ½ uy~��*~/�){�~,��x�~g�)�����1�1u,�y~��j��uy�&¡©}�w/£¤��{�¥ M ��� ��¨�{�wg��~|Ø`���&{��j¨`�,�&�*~d¨ju,{�~y�1u,�������{*¨ju,�*¨ ½ u,~������+�)~ {j��Ø6{�~¼��~&���+�)�*uy� {�w 2·all � �Á~g��������} P{

�*����{*¨ju,�*¨
(x, y)} =

1
2

+ accM (x)−y

2·all

z��*uy~ � ~g�)�y£�� 1
2

u,~,§à��w6�$u,~/���,x�~6u,~y§à�"w*z�x�~,§à�"w
accM(x) > y �

� ° �!�!"â·¹¸ º�¸$# È&%ÁÈ(')É2Ê©ËyÄ*),+�-�Ã�.�Æ/' si
ÕgÔ�0dÔ�-)Ä É Å�È(01+�243`Æ5%76�È2Ã�+8696�È(-�Ê:-/;<%É&ÄdÄ|Ê:-)Ä1=©È>-�Æ)È?%A@ si(z) = 3(si−1(z))4 + 4(si−1(z))3 B s0(z) = z Ò$C Ä�DE0dÔ ∀i ≥

0 ∀z ∈ N
ËyÈF6/-)ÄÛÉÖÅ�È(01+�243©È&È8@³È&ÉÖÅ�Æ 2|z B Ê©Ä 22i

|si(z) B Æ/-�ÔyÇjÈ 22i

|(si(z) + 1) ÒÍ ­¯®<"*Ð�µ±°�µ¯¶±°¢·¹¸»º)¸ � ~,x�w/�|w/uy�©���&}³}���G � 9 ��~Û��{��)��xIH��*� �
J ° K�®±° �!"Â·	¸»º�¸

PP
⊕P ⊆ P

#P Ò
Ó ÄdÃ�ÔdÕgÔyÊ©ÈÖÅ)×�É1Ê©ËyÄ Ò �r�y�1uy� L ∈ PP

⊕P � � ~y§à�"w
L = {x | ∃A ∈ P

⊕P = ⊕P : |{y ∈ {0, 1}p(|x|)|(x, y) ∈ A}| >
1

2
2p(|x|)},

§à���
p � ��~g�)��{�~,} �)¿ �"wd�)�,{��1¡*£��1} l(x) := dlog p(|x|) + 1e ��r~,x�w/Ø��&}¼z��*uy~

L ∈ P
#P
z ����¨ ½ u,~,§1~=~,���j£��&}Ý}�w/£��*{*�

M ¦»½ uy~ � �|�)�1u� ~/�)�y£¤~,¡ML/}³~,{��2u,�ON�«��+�)�+�)��� � ��}ä~ � ��w/�7~y} �9 ��¿ ¥¼�*���2��¨*�&}Qx�~ ½ ÀÁÀÁ�IH����1{*u,¥ q(z) = (sl(x)(z))2 �*�&x*�����1���,{�~ �³� �*�&�,�����{�~�z	�*uy~m}³¥G�,¥¼�����+�)��}R�j�¾�7wÌ�*~/�)��{�~y}³��wg�)�,{*~,�©�,���&}�¨QP¹�7{�w|���judz¯x�~/�)�*���&�2u,�,~{��&{*�|�)�1�,¥��$x�~ ½ ÀÁÀ���H����&{ju,~,� � �7���2u�ugwyx*Ø��v��~/�)�*{�~,}³��wg���,{�~ � � wªx�w/Ø`��~,}ß£`wd�§&�Ñ���1x*�����&�*�á�1uy�&���1{��L�,~y�7��wy�1ugwy�2uL{�� � ~/���y£��/z����&} �
4
��w/�|w � � � � � �2u,�1���&{��½ u,~y§&~Û��~/�)��{*~,}�wÛ{*� � ~/�)�&� 16l(x) z��*u,~6}³�&{��/£��yz��*�&} p4(|x|) �Ü � �r��~,�*�&�,~&����} {��'���1uy�&��}³��{*����~,��w/{�{�¥¼¡=�y¥ � ~,�¹z±ugwyx��*u,~ � ¥Ý�y�1u,~yx � ¥��)~�1u,~g�)�,x�~¤Ø`�/z��1x�~/�)�,x�~�{��1{*�|�)�&�y¥��Ùx�~ ½ À�ÀÁ�IH*���&{*uy~,�`}³{�~,§1~,�j�)�1{�w q(z) ��¿ x�w/Ø©���~,¡L�*� ½ u,���=�y�1u,~yx=����~y�*�7�,~&���ju,�!¨I��wy� � �&�j�)�1{����m� � �m{�w¾{��&�1x�~/�)�,x�~ß�,�2u,~,x
z��}³�&{�{*~�z�{�w©x�~g�)�����1�1u,�y~�z)��wy�,{�~y���1~,~yuy�,�1uy�1u,�/�j� � �1}��Ñx�~ ½ ÀÁÀÁ�IH��*�&{*u/� q(z)

z)w�|w/uy�&}L�`xjwgØ©��~y¡Ùugwyx�~,¡��,�1uy~,��x��Á��~,�2���+��~,�,w/u,�+�)�,{�~`�|w/�*�,�1xjw/�1u,�!¨ ���m� A
z*�&~g�~yu,�,�2u,�2u,�y��� � w/¨�¨*�&¥¼x*� A

zj�2u,~/���,x�~`��w/�,z�x�wyx�~,��w¤�2u,�1���&{��©���*�Ù�&~,~/u,�,�2u,�1uy�y��� �
� �&}Âx�~ ½ ÀÁÀÁ�IH����1{*u,� � �r���*���&}X�7wy�*�y�&x�wy�&}X�2�)�'�)��� � ���T}�wg£���{*�yz,u,~/���,x�~¤�&�+�)������+�)¥ �)� � w/¨Ì�|wyx�~,{*���j��wÛ��w � ~yu/�$�©������{*��}�wy� � �&}I�1~,�1uy~|¨�{���� �

R }�w/£���{*¥
M

��~,�y{�~
(sl(x)(z))2 ���*��{���}�wy� � �j�ä�,¥¼�����+�)�&{��*¡¹z¼§à��� z �½ u,~æx�~/�)�����1�1uy�,~I�����*{���}�wy� � �j� �,¥¼���*�2�)�1{���¡R}�w/£¤��{�¥ A

{�wå�/��~&���
(x, y) �Þ �+�)� (x, y) ∈ A

z u,~��=}�w/£���{*¥
A � ¥��)~�{*�&���2u,{�~,�������+�)~å������{*��}�wy� � �j��,¥¼�����+�)�&{��*¡¹zjuy~,§à�"w¤��~Á�)�&}³}³�SG � 9 � M

�j� � �7���2u 9 �*~¤}³~&�)�|�)� 22l(x) �jÞ �2�)��{��������{�w|���)�1Ø6�*udz�u,~UT`��~`u,~,}��$Ø��r}³~7���d��� �
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� ¥={���}³~dØ��&}��&����wg£�����wgu,�¤~y��wyx*�|��wr~�x�~g�)�����1�1u,�y� ���*��{���}�wy� � �j�6�*��uy�&¡}�wg£���{�¥
M
����¨¾x�w/Ø`��~,¡¾��~&���1x�w/�7x��

y ¦ ��~y�&x�~/�)�,xj�¾��~&���&x�w/�&~,x ½ x��&�*~,{��&{�H��j�wd�)�,{�~Ì}³{�~,§1~�«2z	��~ ½ u,~y}��Â}³¥G~ ��� �'����{���} ���&���1�,�y¨��,¥¼���*�2�)�1{���¡ ½ u,�j�Â}�w/£¤��{����¨���w/�7{�¥��
y
��~&��{�~ � tvugwyx¹z�}³¥=~,���*£¤�&}ß}�w/£¤��{*� N

z�x�~/�)�*���&�2u,�,~��*����{���}�wd�� � �j�m�*��uy�&¡Ñx�~yuy~,��~,¡m}³¥ � �7���&}=�&����wg£�����wgu,�6��~y��wyx*�|��w*z��ju,~ � ¥R�y¥�¨��&{*�*u,��z�y�&��{�~Ñ�)�
z��*u,~
x ∈ L � � wy}T��~yuy�2�)~,�1�X~9H*�&{��*uy�¢x�~g�)�����1�1u,�y~ y ∈ {0, 1}p(|x|) z����¨¢x�~yu,~,�*¥��

(x, y) ∈ A
P¹�,�&�*{��&�/zo�&{�w/uy��z � ~/�)�/£��¤�)���j�"z	���&} 1

2
2p(|x|) � � w/£�w}�wg£���{�w

N
{��+�)�1u,�1��}³��{��*��~,��wy{*{�~Û��§+wd�)¥¼��wy�1u©�*~7�)�&x�w/�7xj�

y
z��7w/u,�1}L�7wy�*�,�1x�wy�1u

M(x, y) � � wyx©x�wyx����*�2�)~ª��~&���&x�w/�&~,x y
��wy�,{�~

2p(|x|) < 22l(x)
≤ 2p(|x|)+1 z,u,~ª�����2���~Ì{j��Ø6{�¥��Ñ��~&���&x�w/�&~,x

y �B½ uy~mx�wyx¢��wg�©x�~g�)�����1�1u,�y~m���*��{���}�wy� � �j���j��uy�&¡}�wg£���{�¥
N
��~©}³~7���d���

22l(x) ��� �1ugwd�)~,�&� ½ uy~6���*�2�)~Û�&��w/�,{��*uy��� 1
2
2p(|x|) �

tvugwyx¹z�uy�&~,���1}�w � ~&���wª��~,x�w/�|w/{�w ã }³¥ �)~,x�w/�|wg���
PH ⊆ BPP

⊕P ⊆ PP
⊕P ⊆ P

#P = P
PP.

Í ­±®<"*Ð�µ±°�µ±¶±°R·¹¸��	¸ � ~,x�w/�|w/uy��z �*u,~
PP

PH ⊆ P
PP � R#xjwg�|wy{��*� ã ����¨ ½ u,~,§1~�)~,�1ugw/uy~,��{�~Á~ � ~ � � �ju,�#�)�1}³}�������~

BPP
BPP

A

⊆ BPP
A ��~

PP
BPP

A

⊆ PP
A �


