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Ïëàí ëåêöèè 1

Ââåäåíèå â ïðåäìåò. Ëèòåðàòóðà.

Ìîäåëè âû÷èñëåíèé. Ñëîæíîñòü

àëãîðèòìîâ

1.1 Ââåäåíèå â ïðåäìåò

ÏÐÎÁÅË Â ÊÎÍÑÏÅÊÒÅ.

1.2 Ëèòåðàòóðà

1. A. V. Aho, J. E. Hopcroft, and J. D. Ullman, The Design and Analysis of Computer
Algorithms. Addison-Wesley, Reading, MA, 1974. Ïåðåâîä: À. Àõî, Äæ. Õîï-
êðîôò, Äæ. Óëüìàí, Ïîñòðîåíèå è àíàëèç âû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ. Ì.:
Ìèð, 1979.

2. T. H. Cormen, C. E. Leiserson, and R. L. Rivest, Introduction to Algorithms. MIT
Press/McGraw-Hill, 1990. Ïåðåâîä: Ò. Êîðìåí, ×. Ëåéçåðñîí, Ð. Ðèâåñò, Àëãî-
ðèòìû: ïîñòðîåíèå è àíàëèç. Ì.: ÌÖÍÌÎ, 2000.

1.3 Ìîäåëè âû÷èñëåíèé

1.3.1 Âû÷èñëèìîñòü

Àëãîðèòì:

• Âõîä.
• Ðàáîòà (êîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòàðíûõ (ìåõàíè÷åñêèõ) øàãîâ).
• Âûõîä.

Âû÷èñëÿåò ôóíêöèþ / ðåøàåò çàäà÷ó.
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Ìàññîâûå çàäà÷è. Åñëè çàäà÷à èìååò êîíêðåòíîå óñëîâèå è îòâåò, àëãîðèòì äëÿ
íåå � ýòî íîíñåíñ (íàïðèìåð: âû÷èñëèòü 100 + 200). Ñëåäîâàòåëüíî, íàñ èíòåðåñóþò
çàäà÷è, ãäå âàðèàíòîâ âîïðîñà ìíîãî (ìàññîâûå çàäà÷è) (êàæäûé âàðèàíò � èíäèâè-
äóàëüíàÿ çàäà÷à (instance)). Íàèáîëåå èíòåðåñíû çàäà÷è, ãäå âàðèàíòîâ áåñêîíå÷íî
ìíîãî: íàïðèìåð, íàéòè ñóììó äâóõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (÷èñåë âåäü áåñêîíå÷íî ìíî-
ãî). Ìàññîâàÿ çàäà÷à � ýòî ñîâîêóïíîñòü èíäèâèäóàëüíûõ çàäà÷, ò.å. ïàð (óñëîâèå,
ðåøåíèå); óñëîâèÿ è ðåøåíèÿ ìîæíî ñ÷èòàòü áèòîâûìè ñòðîêàìè. Íàñ áóäóò èíòå-
ðåñîâàòü çàäà÷è, äëÿ êîòîðûõ êðèòåðèé òîãî, ÿâëÿåòñÿ ëè äàííàÿ áèòîâàÿ ñòðîêà
ïðàâèëüíûì ðåøåíèåì, ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå, åäèíîì äëÿ âñåõ óñëîâèé (è
ñòðîê, ïðåòåíäóþùèõ íà òî, ÷òîáû áûòü ðåøåíèÿìè: íàïðèìåð, çàäà÷à î íàõîæäå-
íèè äåëèòåëÿ: óñëîâèå � öåëîå ÷èñëî, ïðàâèëüíîå ðåøåíèå � äåëèòåëü ýòîãî ÷èñëà).

Ìîäåëü âû÷èñëåíèé � ôîðìàëèçàöèÿ ïîíÿòèÿ àëãîðèòìà. ×åì ïðîùå ìîäåëü
âû÷èñëåíèé � òåì ïðîùå äîêàçûâàòü òåîðåìû.

Òåçèñ ×�åð÷à. Èíòóèòèâíîå ïîíÿòèå âû÷èñëèìîñòè ñîâïàäàåò ñ âû÷èñëèìîñòüþ
ñîãëàñíî <. . . > (äàëåå ìîæíî ïîäñòàâèòü ëþáóþ ðàçóìíóþ ôîðìàëèçàöèþ � íà-
ïðèìåð, ÐÀÌ, êîòîðîé ìû è áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ).

Çàìå÷àíèå 1.1. Ó ×�åð÷à ôèãóðèðîâàëà íå ÐÀÌ, à äðóãàÿ, ýêâèâàëåíòíàÿ åé, ìî-
äåëü.

Çàìå÷àíèå 1.2. Ñóùåñòâóþò íåâû÷èñëèìûå (àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìûå) çà-
äà÷è (ìû ñ íèìè ïîçíàêîìèìñÿ ïîçæå).

ÐÀÌ (Ðàâíîäîñòóïíàÿ Àäðåñíàÿ Ìàøèíà � Random Access Machine).

• Ðåãèñòðû � r0, r1, r2, . . . � êàæäûé ìîæåò ñîäåðæàòü öåëîå ÷èñëî (èíèöèàëè-
çèðóþòñÿ íóëÿìè).
• Íóëåâîé ðåãèñòð � ñïåöèàëüíûé (áóäåò âèäíî íèæå).
• Ïðîãðàììà ñîñòîèò èç øàãîâ (ïåðâûé, âòîðîé, . . . ), êàæäûé èç êîòîðûõ �
êîìàíäà (ñì. íèæå).
• Èñïîëíåíèå ïðîãðàììû ïðîèñõîäèò ïîøàãîâî (íà÷èíàÿ ñ ïåðâîãî øàãà). Êàæ-
äûé ðàç ìû ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåìó øàãó (çà èñêëþ÷åíèåì êîìàíä ïåðåõîäà
J. . . ).
• Ó ïðîãðàììû åñòü âõîä (òî, ÷òî åé äàåò ïîëüçîâàòåëü; îíà ìîæåò åãî ïðî÷åñòü)
è âûõîä (òî, ÷òî îíà âûäàåò).
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• Êîìàíäû (ñ êàðòèíêîé ïåðåìåùåíèé):
READ from input
WRITE to output

LOAD a r0 ←− a
STORE a a←− r0

ADD a r0 ←− r0 + a
NEG change sign
LSHIFT a left bit shift of |r0|
RSHIFT a right bit shift of |r0|

JUMP b
JGTZ b jump if r0 > 0
HALT

• Ñïîñîáû àäðåñàöèè (ñ êàðòèíêîé: c, [c], [[c]]) �

ÏÐÎÁÅË Â ÊÎÍÑÏÅÊÒÅ.

Çàìå÷àíèå 1.3. Êîìïüþòåð � íå ÐÀÌ, òàê êàê ó íåãî êîíå÷íàÿ ïàìÿòü. ×òîáû ñäå-
ëàòü èç êîìïüþòåðà �íàñòîÿùóþ� ìàøèíó, êîòîðàÿ ìîæåò ðåøèòü ëþáóþ èíòóèòèâíî
àëãîðèòìè÷åñêè ðàçðåøèìóþ çàäà÷ó, íàäî äîïîëíèòü åãî óñòðîéñòâîì, ïðîèçâîäÿ-
ùèì è ïîäêëþ÷àþùèì íîâûå êàðòû ïàìÿòè, êîãäà ýòî ïîíàäîáèòñÿ.
Ïðèìåð 1.1 (MULT(c1, c2) äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ c1, c2).

Àëãîðèòì:
Óìíîæàåì c1 ïî î÷åðåäè íà êàæäûé áèò c2.

Íàçíà÷åíèå ðåãèñòðîâ (k � íîìåð èòåðàöèè):
1. Ïåðâîå ÷èñëî c1.
2. Âòîðîå ÷èñëî c2, çàòåì bc2/2

k−1c.
3. bc2/2

kc. //Ïîêà íå îáíóëèòñÿ; òîãäà � âûõîä.
4. c1 · (c2 mod 2k) � êîïèòñÿ îòâåò.
5. c1 · 2k.

Ïðîãðàììà:
1. READ
2. STORE [1]
3. STORE [5]
4. READ
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5. STORE [2]
6. HALF //Ýòè øàãè âû÷èñëÿþò
7. STORE [3] //k-é áèò c2 êàê bc2/2

k−1c − 2bc2/2
kc. . .

8. ADD [3]
9. NEG
10. ADD [2]
11. JGT 13
12. JUMP 16

13. LOAD [4] //Ðàç îí åäèíèöà, äîáàâëÿåì c1 · 2k. . .
14. ADD [5]
15. STORE [4]

16. LOAD [5] //Âû÷èñëÿåì c1 · 2k äëÿ î÷åðåäíîãî k. . .
17. ADD [5]
18. STORE [5]
19. LOAD [3] //Îñòàëîñü ëè ÷òî-òî îò c2?..
20. JGT 5

21. LOAD [4]
22. WRITE
23. HALT

1.3.2 Ýôôåêòèâíîñòü

Âðåìÿ ðàáîòû ÐÀÌ.

• Âðåìÿ ðàáîòû, êîíå÷íî, çàâèñèò îò êîëè÷åñòâà øàãîâ.
• Êàê ñ÷èòàòü êàæäûé øàã?

� çà åäèíèöó � ýòî íàçûâàåòñÿ unit cost,
� çà äëèíó ó÷àñòâóþùèõ â íåì ÷èñåë (åñëè ó÷àñòâóåò [[c]], íàäî íå çàáûòü
ó÷åñòü äëèíó è c, è rc, è rrc) � ýòî íàçûâàåòñÿ logarithmic cost, ïîñêîëüêó
äëèíà ÷èñëà n � ýòî dlog |n|e (íàëè÷èå çíàêà íå ó÷èòûâàåì � ýòî âñåãî
îäèí áèò).

• Èñïîëüçóåìàÿ ïàìÿòü: max
ïî âðåìåíè

∑
i

dlog rie.
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Îáû÷íî ìû áóäåì èìåòü â âèäó logarithmic cost: îí áîëåå ¾÷åñòíûé¿.
×àñòî ìû áóäåì îöåíèâàòü íå âðåìÿ ðàáîòû ÐÀÌ (åå äîâîëüíî ñêó÷íî âûïè-

ñûâàòü äëÿ êàæäîãî àëãîðèòìà), à êîëè÷åñòâî íåêîòîðûõ ýëåìåíòàðíûõ îïåðàöèé
(íàïðèìåð, ñðàâíåíèé è ïåðåìåùåíèé ýëåìåíòîâ ìàññèâà ïðè åãî ñîðòèðîâêå). ×òî-
áû ïîëó÷èòü �íàñòîÿùåå� âðåìÿ ðàáîòû, íàäî ó÷åñòü âðåìÿ èñïîëíåíèÿ êàæäîé èç
ýòèõ îïåðàöèé íà ÐÀÌ.

Ðàçìåð âõîäà. Êàê ìû ïîìíèì, ÐÀÌ äàåòñÿ íåêèé âõîä (êîòîðûé îíà ìîæåò ïî-
ñòåïåííî ïðî÷åñòü ïðè ïîìîùè îïåðàöèè READ). Åñëè ìû ïðè ïîìîùè ÐÀÌ ðåøàåì
ìàññîâóþ çàäà÷ó, òî íà âõîä ìû ïîäàåì óñëîâèå ýòîé çàäà÷è: òî÷íåå, óñëîâèå îäíîé
èç âõîäÿùèõ â íåå èíäèâèäóàëüíûõ çàäà÷.

×åì áîëüøå ýòî óñëîâèå, òåì äîëüøå, ñêîðåå âñåãî, áóäåò ðàáîòàòü ìàøèíà (ïå-
ðåìíîæàòü 1024-áèòíûå ÷èñëà ñëîæíåå, ÷åì 2-áèòíûå). Ìû áóäåì èíòåðåñîâàòüñÿ
âðåìåíåì ðàáîòû ìàøèíû êàê ôóíêöèåé äëèíû âõîäà (òî åñòü äëèíû áèòîâîãî ïðåä-
ñòàâëåíèÿ òàêîãî óñëîâèÿ).

Âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçìåð âõîäà çàâèñèò îò ïðåäñòàâëåíèÿ äàííûõ (íàïðèìåð, åñëè
óñëîâèå � ãðàô, íàäî ÷åòêî îïèñûâàòü, ÷òî ìû ïîíèìàåì ïîä ãðàôîì � ìàòðèöó
ñìåæíîñòè, ñïèñîê ðåáåð èëè ÷òî-òî òðåòüå).

Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå àëãîðèòìà. Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü, êàê âðåìÿ
ðàáîòû àëãîðèòìà è äðóãèå ïîãëîùàåìûå èì ðåñóðñû çàâèñÿò îò ðàçìåðà âõîäà:
• â íàèõóäøåì: T (n) = max

I ðàçìåðà n
t(I),

• â ñðåäíåì (ïðîñòåéøèé âàðèàíò! ):

T (n) =

∑
I ðàçìåðà n

t(I)

êîë-âî òàêèõ I
.

Èñïîëíåíèå èíñòðóêöèé ìîæåò çàíèìàòü ðàçíîå âðåìÿ íà ðàçíûõ ìàøèíàõ: ìîæåò
áûòü
• ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ êîíñòàíòà (èíòåðïðåòàöèÿ èíñòðóêöèé);
• àääèòèâíàÿ êîíñòàíòà íà startup.

Ïîýòîìó ðàçóìíî îöåíèâàòü âðåìÿ ñ òî÷íîñòüþ äî O(. . .). (Ïðåäóïðåæäåíèå: íà
ïðàêòèêå îáå óïîìÿíóòûå êîíñòàíòû ìîãóò îêàçàòüñÿ ñóùåñòâåííûìè: ÷òî òîëêó
ñ òîãî, ÷òî àëãîðèòì ëèíåéíûé, åñëè startup çàíèìàåò 2100 øàãîâ?)

Íàïðèìåð, àëãîðèòì 1.1 ðàáîòàåò âðåìÿ O(log max{c1, c2} · log c2) = O(n2), ïî-
ñêîëüêó ðàçìåð âõîäà n = dlog c1e+ dlog c2e.

Èíîãäà ìû áóäåì òàêæå îöåíèâàòü âðåìÿ îòíîñèòåëüíî äðóãèõ ïàðàìåòðîâ âõîäà
(íàïðèìåð, ìîæíî îöåíèâàòü âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà, óìíîæàþùåãî êâàäðàòíûå
áóëåâû ìàòðèöû, îòíîñèòåëüíî äëèíû ìàòðèöû).


