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Ëåêöèÿ 10

Âû÷èñëèìîñòü è ñëîæíîñòü

10.1 Âû÷èñëèìîñòü

Îïðåäåëåíèå 10.1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç M(x) ðåçóëüòàò ðàáîòû ìàøèíû M íà âõîäå
x, åñëè îíà îñòàíàâëèâàåòñÿ; åñëè æå M íå îñòàíàâëèâàåòñÿ, áóäåì ïèñàòü M(x) =∞.

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ÿçûêè è ìàññîâûå çàäà÷è â íåêîòîðîì
êîíå÷íîì àëôàâèòå (íåîáÿçàòåëüíî {0, 1}), íî ñîîòâåòñòâóþùèå îáîçíà÷åíèÿ áóäåì
îïóñêàòü (áóäåì ïðîñòî ïèñàòü ¾äëÿ ëþáîé ñòðîêè x¿, ïîäðàçóìåâàÿ ¾äëÿ ëþáîé
ñòðîêè x â äàííîì àëôàâèòå¿).
Îïðåäåëåíèå 10.2. ßçûê L ⊆ Σ∗ � ðåêóðñèâíî-ïåðå÷èñëèìûé, åñëè ñóùåñòâóåò
ÐÀÌ M , òàêàÿ, ÷òî ∀x ∈ Σ∗ (x ∈ L⇔M(x) = 1).
Îïðåäåëåíèå 10.3. ßçûê L ⊆ Σ∗ � ðåêóðñèâíûé, åñëè ñóùåñòâóåò ÐÀÌ M , òàêàÿ,
÷òî ∀x ∈ Σ∗ ((x ∈ L⇔M(x) = 1) ∧ (x /∈ L⇔M(x) = 0)).

Çàìåòèì, ÷òî ðåêóðñèâíûå ÿçûêè � â òî÷íîñòè òå, äëÿ êîòîðûõ ïðîáëåìà ïðè-
íàäëåæíîñòè ðàçðåøèìà.
Òåîðåìà 10.1. Ñóùåñòâóåò ÿçûê, ÿâëÿþùèéñÿ ðåêóðñèâíî-ïåðå÷èñëèìûì, íî íå
ðåêóðñèâíûì.

Ëåììà 10.1. Ñóùåñòâóåò óíèâåðñàëüíàÿ ÐÀÌ U : â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè â
ïåðâûé ðåãèñòð U ïîäàåòñÿ îïèñàíèå ìàøèíû T , âî âòîðîé ðåãèñòð � âõîä, à âûäà-
åò îíà òî, ÷òî âûäàëà áû ìàøèíà T íà äàííîì âõîäå (â ÷àñòíîñòè, çàöèêëèòñÿ,
åñëè T çàöèêëèâàëàñü). Áîëåå òîãî, âðåìÿ ðàáîòû U ïîëèíîìèàëüíî çàâèñèò îò
âðåìåíè ðàáîòû T .

Óïðàæíåíèå 10.1. Äîêàçàòü ëåììó 10.1.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Îïðåäåëèì ÿçûê L òàê: (M, x) ∈ L ⇔ M(x) = 1. Îí,
î÷åâèäíî, ðåêóðñèâíî-ïåðå÷èñëèìûé. Ïîêàæåì, ÷òî îí íå ðåêóðñèâíûé.

Ïóñòü îí âñå æå ðåêóðñèâíûé. Òîãäà ñóùåñòâóåò ìàøèíà A, òàêàÿ, ÷òî
A((M, x)) = 1⇔M(x) = 1,
A((M, x)) = 0⇔M(x) 6= 1.
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Ïîñòðîèì åùå îäíó ìàøèíó, D, íà âõîä êîòîðîé ïîäàåòñÿ îïèñàíèå ìàøèíû R:
D(R) = 0, åñëè A((R,R)) = 1;
D(R) = 1, åñëè A((R,R)) = 0
(÷òîáû ïîñòðîèòü åå, âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé 10.1: ñ÷èòàåì R è çàïèøåì (R,R) âî
âòîðîé ðåãèñòð; çàïèøåì îïèñàíèå A â ïåðâûé ðåãèñòð; ïðèìåíèì U ê A ñ âõîäîì
(R,R), ïðåäâàðèòåëüíî ïîìåíÿâ â åå ïðîãðàììå âñå îïåðàòîðû WRITE 0 íà WRITE
1, è íàîáîðîò).

×åìó ðàâíî D(D)? Åñëè D(D) = 1, òî A((D, D)) = 0, ò.å. D(D) 6= 1 (ïðîòèâî-
ðå÷èå). Åñëè æå D(D) = 0, òî A((D, D)) = 1, ò.å. D(D) = 1 (ïðîòèâîðå÷èå). Ïî
ïîñòðîåíèþ íå ìîæåò áûòü è D(D) = +∞, ò.å. ìàøèíû D (à âìåñòå ñ íåé � è
ìàøèíû A) íå ñóùåñòâóåò.

10.2 Ýëåìåíòû òåîðèè ñëîæíîñòè

10.2.1 Êëàññû P è NP

Ïóñòü Σ � êîíå÷íûé àëôàâèò. Íàïîìíèì, ÷òî ìàññîâàÿ çàäà÷à M åñòü íåêîòîðîå
ìíîæåñòâî èíäèâèäóàëüíûõ çàäà÷ � ïàð (u, s) (ãäå u, s ∈ Σ∗, u � óñëîâèå, s �
ðåøåíèå).
Îïðåäåëåíèå 10.4. M ∈ ÑP, åñëè

1. M � ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åíà, ò.å. ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí p, òàêîé, ÷òî äëÿ
ëþáîãî óñëîâèÿ u, åñëè ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíî òàêîå s, ÷òî (u, s) ∈ M , òî
ñóùåñòâóåò è s′ äëèíû íå áîëåå p(|u|), òàêîå ÷òî (u, s′) ∈M .

2. M � ïîëèíîìèàëüíî ïðîâåðÿåìà, ò.å. ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí p, ñóùåñòâóåò àë-
ãîðèòì A, òàêèå, ÷òî ∀u, s ∈ Σ∗((u, s) ∈ M ⇔ A(u, s) = 1) è ïðè ýòîì A
çàêàí÷èâàåò ñâîþ ðàáîòó çà âðåìÿ, íå ïðåâîñõîäÿùåå p(|u|+ |s|).

Ïðèìåð 10.1. {(N, m) | N ...m, 1 < m < N}.
Ïðèìåð 10.2 (S̃AT (çàäà÷à î âûïîëíèìîñòè ôîðìóëû ëîãèêè âûñêàçûâà-

íèé)). Äàíà ôîðìóëà â êîíúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìå (êîíúþíêöèÿ êîíå÷íîãî
÷èñëà äèçúþíêöèé, â êàæäóþ èç äèçúþíêöèé âõîäÿò ëîãè÷åñêèå ïåðåìåííûå ëèáî
èõ îòðèöàíèÿ): íàïðèìåð,

{(x1 ∨ x2 ∨ x3) ∧ (¬x1 ∨ ¬x2) ∧ (x4 ∨ ¬x2)}.

Òðåáóåòñÿ íàéòè çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ, òàêèå, ÷òî çíà÷åíèå âñåãî âûðàæåíèÿ � èñ-
òèíà (â ïðèâåäåííîì ïðèìåðå: x1 � èñòèíà, x2 � ëîæü). Ýòî çàäà÷à èç ÑP: ðåøåíèå
� íå äëèííåå óñëîâèÿ, è ïîäñòàâèòü ìû åãî òàêæå ìîæåì áûñòðî. Ôîðìóëà, äëÿ
êîòîðîé òàêèå çíà÷åíèÿ ñóùåñòâóþò, íàçûâàåòñÿ âûïîëíèìîé.
Îïðåäåëåíèå 10.5. Äëÿ êàæäîé ìàññîâîé çàäà÷è M îïðåäåëèì ÿçûê

L(M) = {u | ∃s (u, s) ∈M}.

Ýòî ìíîæåñòâî âñåõ óñëîâèé, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóþò ðåøåíèÿ.
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Îïðåäåëåíèå 10.6. ßçûê L ïðèíàäëåæèò êëàññó NP, åñëè ∃M ∈ ÑP : L = L(M).
Îïðåäåëåíèå 10.7. M ∈ P̃, åñëè ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí p è ñóùåñòâóåò àëãîðèòì A
(êîòîðûé ìîæåò âûäàâàòü ñòðîêó èç Σ∗ èëè îñòàíàâëèâàòüñÿ ñ ðåçóëüòàòîì ¾ðåøåíèÿ
íåò¿), òàêèå, ÷òî A ðàáîòàåò íå äîëüøå, ÷åì p(ðàçìåð âõîäà), è ðåøàåò çàäà÷ó M ,
ò.å.
• A(u) = s =⇒ (u, s) ∈M ;
• ∃s (u, s) ∈M =⇒ A(u) 6= ¾ðåøåíèÿ íåò¿.

Îïðåäåëåíèå 10.8. L ∈ P, åñëè ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí p è ñóùåñòâóåò àëãîðèòì
A (âûäàþùèé 0 èëè 1), òàêèå, ÷òî A ðàáîòàåò íå äîëüøå, ÷åì p(ðàçìåð âõîäà), è
∀u ∈ Σ∗(A(u) = 1⇔ u ∈ L).
Çàìå÷àíèå 10.1. P =?= NP � öåíòðàëüíûé (è íåðåøåííûé) âîïðîñ òåîðèè ñëîæ-
íîñòè àëãîðèòìîâ.

(Ãèïîòåçà: P 6= NP.)
Çàìå÷àíèå 10.2. P = NP ⇐⇒ P̃ = ÑP (õîòÿ ìû ýòîãî äîêàçûâàòü íå áóäåì).

Ïðè ýòîì âïîëíå ìîæåò ñóùåñòâîâàòü ìàññîâàÿ çàäà÷à T ∈ ÑP, òàêàÿ, ÷òî T /∈ P̃,
íî L(T ) ∈ P. Âîçìîæíûé ïðåòåíäåíò � çàäà÷à î íàõîæäåíèè íåòðèâèàëüíîãî äåëè-
òåëÿ (ïîçæå ìû óçíàåì, ÷òî åñëè îíà ∈ P̃, òî êðèïòîñèñòåìó RSA ìîæíî âçëîìàòü;
îäíàêî, èçâåñòíî, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèé åé ÿçûê ñîñòàâíûõ ÷èñåë ∈ P � ýòî íåäàâíèé
ñëîæíûé ðåçóëüòàò, ìû åãî äîêàçûâàòü íå áóäåì).

10.2.2 Ñâîäèìîñòè è ïîëíîòà

Çàìåíèì âîïðîñ P =?= NP íà ¾áîëåå ïðîñòîé¿ (íî ýêâèâàëåíòíûé èñõîäíîìó).
Îïðåäåëåíèå 10.9. ßçûê L ïîëèíîìèàëüíî ñâîäèòñÿ ê ÿçûêó L′ (îáîçíà÷èì ýòî
L → L′), åñëè ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí p è ñóùåñòâóåò àëãîðèòì A, ðàáîòàþùèé íå
äîëüøå, ÷åì p(äëèíà âõîäà), òàêèå, ÷òî ∀u∈Σ∗ (A(u) ∈ L′ ⇔ u ∈ L).
Îïðåäåëåíèå 10.10. ßçûê íàçûâàåòñÿ NP-òðóäíûì, åñëè ëþáîé äðóãîé ÿçûê èç
NP ê íåìó ñâîäèòñÿ. ßçûê íàçûâàåòñÿ NP-ïîëíûì, åñëè îí NP-òðóäíûé è ïðè ýòîì
ñàì ïðèíàäëåæèò NP.
Òåîðåìà 10.2. Åñëè L � NP-ïîëíûé è L ∈ P, òî P = NP.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî.
Òåîðåìà 10.3. SAT (ÿçûê âñåõ âûïîëíèìûõ ôîðìóë ëîãèêè âûñêàçûâàíèé â êîíú-
þíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìå) � NP-ïîëíûé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî áóëåâà ñõåìà � ýòî . . .

ÏÐÎÁÅË Â ÊÎÍÑÏÅÊÒÅ.
CircuitSAT � ýòî . . .
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ÏÐÎÁÅË Â ÊÎÍÑÏÅÊÒÅ.
Ñíà÷àëà ìû äîêàæåì, ÷òî CircuitSAT �NP-ïîëíûé, çàòåì ñâåäåì SAT ê CircuitSAT.

ÏÐÎÁÅË Â ÊÎÍÑÏÅÊÒÅ.

Ñëåäñòâèå 10.1. Åñëè SAT ∈ P , òî P = NP.

Çàìå÷àíèå 10.3. Çàäà÷à î íåýêâèâàëåíòîñòè áóëåâûõ ñõåì ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé è
ëåãêî ôîðìóëèðóåòñÿ â òåðìèíàõ SAT.

ÏÐÎÁÅË Â ÊÎÍÑÏÅÊÒÅ.

10.2.3 Àëãîðèòìû, èñïîëüçóþùèå ñëó÷àéíûå ÷èñëà

Îïðåäåëåíèå 10.11. M ∈ R̃P, åñëè
1. M � ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åíà.
2. M � ïîëèíîìèàëüíî ïðîâåðÿåìà.
3. Êàæäîå ðàçðåøèìîå óñëîâèå M èìååò íå ìåíåå ïîëîâèíû ðåøåíèé, ò.å.

∀u((∃t(u, t) ∈M)⇒
|{s | (u, s) ∈M, |s| 6 p(|u|)}| >

1

2
· êîë-âî âñåõ ñòðîê äëèíû íå áîëåå p(|u|))

(çäåñü | . . . | îáîçíà÷àåò â îäíîì ñëó÷àå � ìîùíîñòü ìíîæåñòâà, à â äðóãîì �
äëèíó ñòðîêè; ìíîãî÷ëåí p � òîò, ÷òî ôèãóðèðóåò â îïðåäåëåíèè ïîëèíîìè-
àëüíîé îãðàíè÷åííîñòè).

Îïðåäåëåíèå 10.12. L ∈ RP⇔ ∃M ∈ R̃P L = L(M).
Î÷åâèäíî, äëÿ çàäà÷è èç R̃P äîñòàòî÷íî âûáðàòü ñëó÷àéíóþ ñòðîêó äëèíû p(|u|),

÷òîáû ïîëó÷èòü ðåøåíèå çàäà÷è u ñ âåðîÿòíîñòüþ > 1
2
. Åñëè ïîâòîðèòü ýòó ïðîöå-

äóðó k ðàç, òî âåðîÿòíîñòü óñïåõà áóäåò 1− 1
2k , ÷åãî äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ öåëåé âïîëíå

äîñòàòî÷íî.
Òåîðåìà 10.4. ßçûê, ñîñòîÿùèé èç âñåõ ñîñòàâíûõ ÷èñåë, ïðèíàäëåæèò RP.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ýòîì äîêàçàòåëüñòâå âñå ÷èñëà � íåîòðèöàòåëüíû. Äëÿ íà÷àëà
âñïîìíèì íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé.

Ñèìâîë Ëåæàíäðà:(
a

p

)
=

{
1 , óðàâíåíèå x2 ≡ a (mod p) èìååò êîðíè
−1 , â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ,
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ãäå p � ïðîñòîå, a 6= 0.
Ñèìâîë ßêîáè:( a

N

)
=

∏
i

(
a

pi

)
,

åñëè N = p1 · · · pk � ðàçëîæåíèå N íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè (ñðåäè pi ìîãóò áûòü
îäèíàêîâûå). Íåêîòîðûå ñâîéñòâà:( a

N

)
= (−1)

N−1
2

a−1
2

(
N

a

)
(çäåñü a, N 6 ...2, ÍÎÄ(a, N) = 1),( a

N

)
=

(
a′

N

)
(ïðè a ≡ a′(mod N)),(

1

p

)
= 1,(

2

p

)
= (−1)

p2−1
8 .

Óïðàæíåíèå 10.2. Ïðè ïîìîùè ýòèõ ñâîéñòâ âû÷èñëèòü ýôôåêòèâíî ñèìâîë ßêî-
áè.
Àëãîðèòì 10.1.
Âõîä: ÷èñëî N .
Âûõîä: ¾ñîñòàâíîå¿ èëè ¾ïðîñòîå¿.

Åñëè N
...2 èëè N = 1, âûäàòü ïðàâèëüíûé îòâåò; (10.1)

M ← random[2..N − 1]; (10.2)
if (M, N) 6= 1 then âûäàòü îòâåò ¾ñîñòàâíîå¿ (10.3)
else if

(
M

N

)
6≡M

N−1
2 (mod N) (10.4)

then âûäàòü îòâåò ¾ñîñòàâíîå¿ (10.5)
else âûäàòü îòâåò ¾ïðîñòîå¿ (*òóò àëãîðèòì ìîæåò îøèáèòüñÿ*) (10.6)

Êîððåêòíîñòü øàãà (10.4) äîêàçûâàåò ñëåäóþùàÿ ëåììà:
Ëåììà 10.2. N ∈ P, N 6= 2 =⇒ M

N−1
2 ≡

(
M
N

)
(mod N).

Äîêàçàòåëüñòâî.

ÏÐÎÁÅË Â ÊÎÍÑÏÅÊÒÅ.

Ëåììà 10.3. Ïóñòü N 6 ...2, N 6= 1. Åñëè äëÿ âñåõ M , òàêèõ ÷òî (M, N) = 1,
âûïîëíÿåòñÿ

(
M
N

)
≡M

N−1
2 (mod N), òî N � ïðîñòîå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì äîêàçûâàòü îò ïðîòèâíîãî:



6 Ëåêöèÿ 10. Âû÷èñëèìîñòü è ñëîæíîñòü

1. Ïóñòü N íå ñîäåðæèò êâàäðàòîâ: N = p1 · · · pk, pi 6= pj ∈ P. Ôèêñèðóåì r òàêîå,
÷òî ( r

p1
) = −1 (òàêîå åñòü: ïåðåñ÷èòàåì âñå êâàäðàòû mod pi. . . ). Ïî êèòàéñêîé

òåîðåìå îá îñòàòêàõ ìîæíî âûáðàòü òàêîå M , ÷òî

M ≡ r (mod p1),

M ≡ 1 (mod pi) ïðè i 6= 1.

Ñ îäíîé ñòîðîíû,(
M

N

)
=

(
M

p1

)
·
∏
i6=1

(
M

pi

)
= −1.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

M
N−1

2 ≡ 1 (mod p2) 6≡ −1(mod N).

Ïðîòèâîðå÷èå.
2. Ïóñòü N ñîäåðæèò êâàäðàòû: N = p2n, p ∈ P. Ïóñòü r � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü1

ïî ìîäóëþ p2. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ,

rN−1 ≡ (r(N−1)/2)2 ≡
( r

N

)2

≡ 1 (mod N),

à çíà÷èò, è (mod p2). Ò.å., îäíîâðåìåííî N − 1
...p(p− 1) è N

...p, ò.å., äâà ïîñëå-
äîâàòåëüíûõ ÷èñëà äåëÿòñÿ íà p. Ïðîòèâîðå÷èå.

Ëåììà 10.4. Åñëè N /∈ P, òî äëÿ áîëåå ÷åì ïîëîâèíû âñåõ M ∈ [2..N − 1], âçàèìíî
ïðîñòûõ ñ N ,

(
M
N

)
6≡M

N−1
2 (mod N).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 10.3 ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî a, âçàèìíî ïðîñòîå ñ N , ÷òî(
a
N

)
6≡ a

N−1
2 (mod N). Ïóñòü b1, b2, . . . , bk � ýòî âñå îñòàòêè, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî

ñðàâíåíèå (
M
N

)
≡M

N−1
2 (mod N).

Ðàññìîòðèì ab1, ab2, . . . , abk (mod N). Îíè âñå ðàçëè÷íû, òàê êàê åñëè abi ≡
abj (mod N), òî bi ≡ bj (mod N) (âåäü (a, N) = 1). Çíà÷èò, èõ íå ìåíåå k. Ïðè ýòîì
äëÿ íèõ ñðàâíåíèå íå âûïîëíÿåòñÿ:(

abi

N

)
=

( a

N

) (
bi

N

)
=

( a

N

)
· b

N−1
2

i 6≡ (abi)
N−1

2 .

Òåì ñàìûì, âåðîÿòíîñòü îøèáêè íàøåãî àëãîðèòìà íå ïðåâîñõîäèò 1/2.

1a íàçûâàåòñÿ ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì ïî ìîäóëþ n, åñëè aφ(n) ≡ 1 (mod n) è ∀k ∈ [1..φ(n)−1]
ak 6≡ 1 (mod n). Èçâåñòíî, ÷òî ïåðâîîáðàçíûå êîðíè ïî ìîäóëþ p2 ñóùåñòâóþò.
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10.3 Íèæíÿÿ îöåíêà íà âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìîâ

äëÿ çàäà÷è î ïðèíàäëåæíîñòè ÿçûêó

Îïðåäåëåíèå 10.13. L ∈ DTimeR(f), åñëè ñóùåñòâóåò ÐÀÌ A, òàêàÿ, ÷òî
• ∀x A(x) = 1 ⇐⇒ x ∈ L,
• ∀x A(x) ðàáîòàåò âðåìÿ, íå ïðåâîñõîäÿùåå f(|x|).

ÏÐÎÁÅË Â ÊÎÍÑÏÅÊÒÅ.

Ñëåäñòâèå 10.2. P 6= EXP.

Îïðåäåëåíèå 10.14. L ∈ PSPACE, åñëè ñóùåñòâóåò ÐÀÌ A, òàêàÿ, ÷òî
• ∀x A(x) = 1 ⇐⇒ x ∈ L,
• ∀x A(x) èñïîëüçóåò ïîëèíîìèàëüíîå êîëè÷åñòâî ïàìÿòè (òî åñòü íà êàæäîì
øàãå èñïîëíåíèÿ ïðîãðàììû ñóììàðíàÿ äëèíà âñåõ ðåãèñòðîâ ñ íåíóëåâûì
çíà÷åíèåì, à òàêæå èõ íîìåðîâ, íå ïðåâîñõîäèò íåêîòîðîãî ïîëèíîìà îò äëèíû
áèòîâîãî ïðåäñòàâëåíèÿ x).

Çàìå÷àíèå 10.4. Íåñëîæíî äîêàçàòü2, ÷òî
P ⊆ RP ⊆ NP ⊆ PSPACE ⊆ EXP,

ïðè ýòîì P 6= EXP, íî â êàêîì èìåííî èç âêëþ÷åíèé (⊆) èç ýòîé öåïî÷êè èìååò
ìåñòî íåðàâåíñòâî, ìû íå çíàåì!

2Íà ëåêöèè áûëî ïîÿñíåíî; â êîíñïåêòå � ïðîáåë.


