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Ëåêöèÿ 3

Ðåêóðñèÿ è èçáàâëåíèå îò íåå

3.1 Ðåêóðñèâíûå ïðîöåäóðû

Ðåêóðñèâíîé íàçûâàåòñÿ ïðîöåäóðà, âûçûâàþùàÿ ñåáÿ. Âîîáùå, âûçîâ (ëþáîé) ïðîöå-
äóðû ïðîèñõîäèò òàê: âî âðåìÿ èñïîëíåíèÿ ïðîãðàììû ñ øàãà s ïðîèñõîäèò ïåðåõîä íà
àäðåñ íà÷àëà ïðîöåäóðû; âû÷èñëåíèÿ ïðîäîëæàþòñÿ (çàìåòèì, ÷òî ïðè ðåêóðñèâíîì
âûçîâå ¾îäíè è òå æå¿ ëîêàëüíûå ïåðåìåííûå â âûçûâàåìîé è âûçûâàþùåé êîïèÿõ
ïðîöåäóðû èìåþò ðàçíûå çíà÷åíèÿ); çàòåì ïðîèñõîäèò âîçâðàò íà øàã s + 1.
Ïðèìåð 3.1 (÷èñëà Ôèáîíà÷÷è).
function f (i : integer) : integer;
begin

if i = 0 then f := 0
else if i = 1 then f := 1
else f := f(i− 1) + f(i− 2);

end;
Ïðèìåð 3.2 (çàäà÷à î ðþêçàêå). Èìååòñÿ N ïðåäìåòîâ è ðþêçàê îáúåìà U . Äàíû
îáúåìû ïðåäìåòîâ vi è ñòîèìîñòè gi. Òðåáóåòñÿ íàéòè íàáîð ïðåäìåòîâ ìàêñèìàëüíîé
ñòîèìîñòè, ïîìåùàþùèéñÿ â ðþêçàê.
function knapsack (U,N : integer, ìàññèâû öåëûõ ÷èñåë v è g) : íàáîð öåëûõ ÷èñåë;
var optG : integer = −1;

nextG : integer;
opt : íàáîð öåëûõ ÷èñåë = ïóñòîé;
next : íàáîð öåëûõ ÷èñåë;
temp : íàáîð öåëûõ ÷èñåë;

begin
for k := 1 to N do

(*ðåøàåì, ïðåäìåò ñ êàêèì íàèìåíüøèì íîìåðîì áåðåì*)
if v[k] 6 U then
begin

(*âû÷èñëÿåì îïòèìàëüíûé íàáîð äëÿ ïðåäìåòîâ ñ íîìåðàìè, áîëüøèìè
k,*)

(*ïðè óñëîâèè, ÷òî ïðåäìåò ñ íîìåðîì k ìû âçÿëè è v[k] îí îòíÿë*)
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temp := knapsack(U − v[k], N − k, ÷àñòè v è g ïðè i > k + 1);
ïåðåíóìåðîâàòü ÷èñëà â temp, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ðåêóðñèâíûé âûçîâ ðàáîòàë
íå

ñî âñåìè ïðåäìåòàìè, è ó íåãî áûëà ñâîÿ íóìåðàöèÿ ïðåäìåòîâ;
next := {k} ∪ temp;
nextG := ñòîèìîñòü(next);
if (nextG > optG) then begin opt := next; optG := nextG; end;

end;
knapsack := opt;

end;
Ïðèìåð 3.3 (ïðîâåðêà ïðàâèëüíîñòè âûðàæåíèÿ).
âûðàæåíèå ≡ ñóììà ;

ñóììà ≡ òåðì | òåðì + ñóììà
òåðì ≡ áóêâà | ( ñóììà )

Íàïðèìåð, âûðàæåíèåì ÿâëÿåòñÿ
a+(b+(c+d)+e);

×èòàåì âõîäíîé ïîòîê ôóíêöèåé getnext : char. Ïðîöåäóðà getback âîçâðàùàåò ñèì-
âîë âî âõîäíîé ïîòîê (÷òîáû â ñëåäóþùèé ðàç áûë ïðî÷òåí òîò æå ñèìâîë), íî ïðèìå-
íèòü åå ìîæíî ëèøü îäèí ðàç (âåðíåå, ïîâòîðíîå ïðèìåíåíèå íå ïðèâîäèò ê ïîâòîðíîìó
îòêàòó). Íàøà çàäà÷à � ïðî÷åñòü îäíî âûðàæåíèå äî êîíöà è âûäàòü true, åñëè îíî
êîððåêòíî; ëèáî ïðî÷åñòü äî çàìå÷åííîé îøèáêè è âûäàòü false.
function expression : boolean;
begin

if (not sum) then expression:=false
else if (not getnext = ';') then expression:=false
else expression:=true;

end;
function sum : boolean; (* ðåêóðñèâíî ÷èòàåò äëèííóþ ñóììó äî êîíöà *)
begin

if (not term) then sum:=false
else if (not getnext = '+') begin getback; sum:=true; end;
else if (not sum) sum:=false;
else sum:=true;

end;
function term : boolean;
begin

if (getnext in ['a'..'z']) term:=true
else if (not getnext = '(') term:=false
else if (not sum) term:=false
else if (not getnext = ')') term:=false
else term:=true;

end;
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3.2 Ðåàëèçàöèÿ ðåêóðñèè â êîìïüþòåðå: ñòåê

Ñòåê. Âñïîìíèì, ÷òî ñòåê � ýòî àáñòðàêòíàÿ ñòðóêòóðà äàííûõ, èìåþùàÿ îïåðà-
öèè PUSH, POP, è, åñëè ïîâåçåò ñ ðåàëèçàöèåé, [·]. Ñòàíäàðòíîé ðåàëèçàöèåé ñòåêà
ÿâëÿåòñÿ
• íåïðåðûâíûé ôðàãìåíò îïåðàòèâíîé ïàìÿòè (åãî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìàñ-
ñèâ),

• ñ÷åò÷èê: âåðõóøêà ñòåêà.
ßñíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ðåàëèçîâàòü îïåðàöèþ [·] ìîæíî ýôôåêòèâíî, ïðè÷åì íóìå-
ðîâàòü ýëåìåíòû ñòåêà ìîæíî êàê ñíèçó, òàê è ñâåðõó.

Ðåàëèçàöèÿ ðåêóðñèè.

Âûçîâ ïðîöåäóðû:
• PUSH àäðåñ âîçâðàòà.
• PUSH ïàðàìåòðû.
• JUMP ïðîöåäóðà.
• Ïåðåäâèíóòü ñ÷åò÷èê (PUSH 0) íà ðàçìåð ïàìÿòè, íåîáõîäèìûé äëÿ õðàíåíèÿ
ëîêàëüíûõ ïåðåìåííûõ.

Âîçâðàò:
• Ïåðåäâèíóòü ñ÷åò÷èê (POP, . . . ) íà ðàçìåð ïàìÿòè, â êîòîðîé õðàíèëèñü ëî-
êàëüíûå ïåðåìåííûå è ïàðàìåòðû.

• POP àäðåñ âîçâðàòà è JUMP òóäà.
Ïåðåäà÷à ðåçóëüòàòà � çàâèñèò îò ðåàëèçàöèè.

3.3 Èçáàâëåíèå îò ðåêóðñèè

Ñïîñîá 1: ïðè ïîìîùè ñòåêà.

Ðåàëèçîâàòü ñòåê â ìàññèâå. Ðåøåíèå ãîäèòñÿ è äëÿ ÐÀÌ.

Ñïîñîá 2: äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå.

Ïðèìåð 3.4 (÷èñëà Ôèáîíà÷÷è).
type intarray = ìàññèâ1 öåëûõ ÷èñåë;
function g (j : integer, p : intarray) : integer;

(*Â p õðàíÿòñÿ ÷èñëà Ôèáîíà÷÷è ñ íîìåðàìè îò 0 äî j − 1,*)
(*ìû òóäà äîïèñûâàåì ÷èñëî íîìåð j.*)

begin
if j = 0 then g := 0
else if j = 1 then g := 1
else g := p[j − 1] + p[j − 2]

end;

1Íàïîìíèì, ÷òî ìàññèâ � ýòî ñòðóêòóðà äàííûõ, äëÿ êîòîðîé åñòü îïåðàöèÿ [·].
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function f (i : integer) : integer;
var a : intarray;
begin

for j := 1 to i do a[j] := g(j, a);
f := a[i];

end;
Ïðèìåð 3.5 (çàäà÷à î ðþêçàêå).
Äëÿ âñåõ k îò 1 äî N è p îò 1 äî îáùåé ñòîèìîñòè âñåõ ïðåäìåòîâ ïîñëåäîâàòåëüíî
íàéäåì íàèìåíüøèé ïî îáúåìó íàáîð ïðåäìåòîâ îáùåé ñòîèìîñòüþ p, èñïîëüçóþùèé
ëèøü ïðåäìåòû ñ 1 ïî k (ïðè ýòîì ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ óæå íàéäåííûìè îïòèìàëüíûìè
íàáîðàìè äëÿ k′ < k è p′ < p).

×óòü áîëåå ôîðìàëüíî,
function knapsackvalue(. . . ):integer;
var k, p : integer;

W : array[1..N, 1..
∑N

i=1 g[i]] of integer;
(* Â W [k, p] ïîäñ÷èòûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûé îáúåì, äîñòàòî÷íûé äëÿ òîãî, ÷òîáû
íàáðàòü ñòîèìîñòü p ïðè ïîìîùè ïåðâûõ k ïðåäìåòîâ.*)

begin
for k := 1 to N do

for p := 1 to ∑N
i=1 g[i] do

W [k, p] = min(v[k] + W [k − 1, p− g[k]], W [k − 1, p]);

p := 0;
while W [k, p + 1] ≤ U do

p := p + 1;

knapsackvalue := p;
end;

×òîáû äàòü åùå áîëåå ôîðìàëüíîå ðåøåíèå, ñëåäóåò âñòàâèòü ïðîâåðêó íà âûõîä
çà ãðàíèöû ìàññèâà è ïîëîæèòü

W [. . . ,≤0] = 0; W [0, >0] = +∞.

Óïðàæíåíèå 3.1. Äîðàáîòàòü ïîñëåäíèé àëãîðèòì òàê, ÷òîáû îí âûäàâàë íå òîëüêî
ñòîèìîñòü âûáðàííûõ ïðåäìåòîâ, íî è âåñü íàáîð, è íàïèñàòü ïîëíóþ è êîððåêòíóþ
ïðîãðàììó íà Ïàñêàëå.


