
Ý. À. Ãèðø: �Èíôîðìàòèêà� (îòä. èíôîðìàòèêè, 1 êóðñ) 1

Ëåêöèÿ 7

Ñîðòèðîâêà ïðîèçâîëüíûõ

äàííûõ è ïîðÿäêîâûå

ñòàòèñòèêè

7.1 Ôàéë. Ñîðòèðîâêà íà ÷åòûðåõ ëåíòàõ

Âñïîìíèì, ÷òî ôàéë ïîñëåäîâàòåëüíîãî äîñòóïà � ýòî àáñòðàêòíàÿ
ñòðóêòóðà äàííûõ, äîïóñêàþùàÿ îïåðàöèè READ (ñ ïåðåõîäîì ê ñëå-
äóþùåé çàïèñè), WRITE (ñ ïåðåõîäîì ê ñëåäóþùåé çàïèñè) è REWIND.
Åãî òàêæå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ëåíòó, ïî êîòîðîé äâèæåòñÿ ÷è-
òàþùàÿ/ïèøóùàÿ ãîëîâêà: êàæäûé ðàç ïîñëå ÷òåíèÿ èëè çàïèñè îíà
ïåðåäâèãàåòñÿ íà îäíó ïîçèöèþ â íàïðàâëåíèè êîíöà ôàéëà; ïî êîìàíäå
REWIND îíà âîçâðàùàåòñÿ ê ñàìîìó íà÷àëó.

Ðàçîáüåì èñõîäíûé ôàéë ïîïîëàì íà äâå ëåíòû (ïîñëåäîâàòåëüíî
ñ÷èòûâàÿ ýëåìåíòû, áóäåì íå÷åòíûå çàïèñûâàòü íà ïåðâóþ ëåíòó, à ÷åò-
íûå � íà âòîðóþ). Äàëåå áóäåì èç äâóõ ëåíò, ñîñòîÿùèõ èç îòñîðòèðî-
âàííûõ áëîêîâ ïî i ýëåìåíòîâ, ñîñòàâëÿòü äâå ëåíòû, ñîñòîÿùèå èç îò-
ñîðòèðîâàííûõ áëîêîâ ïî 2i ýëåìåíòîâ (ðàñïðîñòðàíåííûé ïðèåì: äëÿ
ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ
äâîéêè 2k, � â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âðåìÿ ðàáîòû âûðàñòåò çàâåäîìî íå
áîëåå, ÷åì â êîíñòàíòó ðàç, ïîñêîëüêó ðàçìåð âõîäà âûðàñòåò íå áîëåå,
÷åì â êîíñòàíòó ðàç, äàæå åñëè åãî îêðóãëèòü äî ñòåïåíè äâîéêè â áîëü-
øóþ ñòîðîíó).

Äåëàåòñÿ ýòî òàê: ÷èòàåì ïîýëåìåíòíî áëîêè ñ îáåèõ ëåíò (íàçîâåì
ýòè ëåíòû A è B), ïèøåì áëîê óäâîåííîé äëèíû íà îäíó ëåíòó (íàçîâåì
åå C) (à ñëåäóþùèé � íà äðóãóþ, íàçîâåì åå D); ïðè ýòîì êàæäûé ðàç íà
ëåíòó C ìû ïèøåì íàèìåíüøèé ýëåìåíò v èç äâóõ ñ÷èòàííûõ (ñ ëåíòû A
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è ñ ëåíòû B) è ÷èòàåì ñëåäóþùèé ýëåìåíò ñ òîé ëåíòû, ñ êîòîðîé âçÿëè
v (åñëè òåêóùèé áëîê íà íåé åùå íå çàêîí÷èëñÿ).
Ëåììà 7.1. Åñëè ëåíòû A, B äëèíû 2k−1 ñîñòîÿëè èç áëîêîâ, îòñîð-
òèðîâàííûõ ïî i ýëåìåíòîâ, òî ïîñëå ýòîé îïåðàöèè ëåíòû C, D áóäóò
ñîñòîÿòü èç áëîêîâ, îòñîðòèðîâàííûõ ïî 2i ýëåìåíòîâ (è ïî-ïðåæíåìó
áóäóò èìåòü äëèíó 2k−1). Ýòà ïðîöåäóðà çàéìåò O(n) îïåðàöèé ñ÷èòû-
âàíèÿ/çàïèñè ýëåìåíòîâ è O(1) ÿ÷ååê îïåðàòèâíîé ïàìÿòè.

Ïîñëå ýòîãî ëåíòû (A,B) è (C,D) ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè (÷èòàåì C è D,
ïèøåì íà A è B). Î÷åâèäíî, çà t èòåðàöèé ëåíòû, îòñîðòèðîâàííûå ïî 1
ýëåìåíòó, ïðåâðàòÿòñÿ â ëåíòû, îòñîðòèðîâàííûå ïî 2t ýëåìåíòîâ. Òàêèì
îáðàçîì, ìû äîêàçàëè ñëåäóþùóþ òåîðåìó.
Òåîðåìà 7.1. Ïðèâåäåííûé àëãîðèòì ñîðòèðóåò èñõîäíûé ôàéë çà
O(n log n) îáðàùåíèé ê ôàéëàì.

Çàìå÷àíèå 7.1. Ýòîò àëãîðèòì ïîëåçíî ïðèìåíÿòü, êîãäà äàííûõ òàê
ìíîãî, ÷òî îíè íå ïîìåùàþòñÿ â îïåðàòèâíóþ ïàìÿòü (õîòÿ äîïîëíè-
òåëüíîé ïàìÿòè íà æåñòêîì äèñêå îí òðåáóåò äîâîëüíî ìíîãî).

Òàêæå óäîáíî ýòîò àëãîðèòì ïðèìåíÿòü ê ñïèñêàì: â ýòîì ñëó÷àå
âñå ïðîèñõîäèò â îïåðàòèâíîé ïàìÿòè; ïðè ýòîì äîïîëíèòåëüíîé ïàìÿ-
òè ïðàêòè÷åñêè íå òðåáóåòñÿ, òàê êàê âìåñòî êîïèðîâàíèÿ äàííûõ íà
äðóãóþ ëåíòó ïðîèñõîäèò ïðîñòî ïåðåáðîñêà óêàçàòåëåé.

7.2 Ìàññèâ

Àáñòðàêòíîå ïîíÿòèå ìàññèâà. Ëèíåéíûé (ïîëíûé) ïîðÿäîê. Ñîðòèðîâêà
ìàññèâà.

ÏÐÎÁÅË Â ÊÎÍÑÏÅÊÒÅ.

7.3 HeapSort

Çàìå÷àíèå 7.2. Ìû óæå èçó÷èëè îäèí àëãîðèòì, ñîðòèðóþùèé ôàéë
çà O(n log n) îïåðàöèé. Åãî ìîæíî ïðèìåíèòü è ê ìàññèâó; îäíàêî,
ýòîò àëãîðèòì èñïîëüçóåò Ω(n) ÿ÷ååê äîïîëíèòåëüíîé ïàìÿòè. Ñëåäó-
þùèé àëãîðèòì èñïîëüçóåò ëèøü O(1) ÿ÷ååê (è òàêæå èìååò ñëîæíîñòü
O(n log n)). Îäíàêî ïðè íåîáõîäèìîñòè îòñîðòèðîâàòü áîëüøîé ôàéë ñëå-
äóåò èñïîëüçîâàòü âñå æå àëãîðèòì ñîðòèðîâêè íà ÷åòûðåõ ëåíòàõ, ïî-
ñêîëüêó îí íå òðåáóåò íàõîæäåíèÿ âñåãî ìàññèâà â îïåðàòèâíîé ïàìÿòè.



Ý. À. Ãèðø: �Èíôîðìàòèêà� (îòä. èíôîðìàòèêè, 1 êóðñ) 3

Àëãîðèòì HeapSort ïîëó÷èë ñâîå íàçâàíèå îò àíãëèéñêîãî ñëîâà heap
� êó÷à. Íåôîðìàëüíî ãîâîðÿ, â ýòîì àëãîðèòìå äàííûå èç ìàññèâà îðãà-
íèçóþòñÿ â âèäå ¾êó÷è¿: äâîè÷íîãî äåðåâà, â êàæäîé âåðøèíå êîòîðîãî
õðàíèòñÿ ýëåìåíò, íå ïðåâîñõîäÿùèé ýëåìåíòà, õðàíÿùåãîñÿ â ðîäèòåëå
ýòîé âåðøèíû.

Êàê íåòðóäíî âèäåòü, â òàêîì ïðåäñòàâëåíèè ëåãêî íàéòè íàèáîëüøèé
ýëåìåíò ìàññèâà: îí íàõîäèòñÿ â êîðíå äåðåâà. Óäàëèâ åãî èç äåðåâà è
âîññòàíîâèâ ñòðóêòóðó êó÷è, ìû ñìîæåì òàê æå ëåãêî íàéòè ñëåäóþùèé
ïî óáûâàíèþ ýëåìåíò, è ò. ä.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äîñòèæåíèÿ öåëè íàì äîñòàòî÷íî íàó÷èòüñÿ ñòðî-
èòü êó÷ó è âîññòàíàâëèâàòü ïðàâèëüíîñòü åå ñòðóêòóðû ïîñëå óäàëåíèÿ
åå êîðíÿ. È òî, è äðóãîå ìû áóäåì äåëàòü ïðè ïîìîùè ðåêóðñèâíîé îïåðà-
öèè ¾óòàïëèâàíèÿ¿ âåðøèíû: åñëè â íåêîòîðîé âåðøèíå õðàíèòñÿ ýëå-
ìåíò, ñòðîãî ìåíüøèé ýëåìåíòà, õðàíÿùåãîñÿ â îäíîì èç ñûíîâåé ýòîé
âåðøèíû, òî ýòîò ýëåìåíò íàäî ïîìåíÿòü ìåñòàìè ñ åãî ñûíîì (ñ òåì èç
äâóõ ñûíîâåé, â êîòîðîì êëþ÷ íàèáîëüøèé), à çàòåì, åñëè íåîáõîäèìî,
ïðîäîëæèòü åãî ¾óòàïëèâàíèå¿.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïèñàòü ýòîò àëãîðèòì áîëåå ñòðîãî, çàôèêñèðóåì
ñïîñîá ïðåäñòàâëåíèÿ íàøåé êó÷è. Áóäåì åå ïîääåðæèâàòü â òîì æå ñà-
ìîì ìàññèâå, êîòîðûé íàì äàí. Óêëàäêà äåðåâà â ìàññèâ a ïðîèçâîäèò-
ñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Çàíóìåðóåì äåðåâî ïî óðîâíÿì: êîðåíü � ýòî
a[1], âåðøèíû ñëåäóþùåãî óðîâíÿ � ýòî a[2] è a[3], è ò. ä. Ïðè òàêîé
íóìåðàöèè ìàññèâ a ñîäåðæèò âñå ýëåìåíòû ýòîãî äåðåâà, ïðè÷åì ñûíî-
âüÿ âåðøèíû a[i] ðàñïîëîæåíû â a[2i] è a[2i + 1]. Íàì äîñòàòî÷íî òàêîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ äåðåâà, ïîñêîëüêó íàì íóæíû ëèøü äâå îïåðàöèè: ÷òåíèå
êîíêðåòíîãî ýëåìåíòà a[i] è ïåðåñòàíîâêà ñîäåðæèìîãî äâóõ åãî âåðøèí:
swap(a[i], a[j]).

Ãëîáàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ last áóäåò ñîäåðæàòü íîìåð ïîñëåäíåãî íåîá-
ðàáîòàííîãî ýëåìåíòà ìàññèâà (ïîêà ýòî ïðîñòî n; ïîòîì, ïî ìåðå îáðà-
áîòêè ÷àñòè ìàññèâà, last áóäåò óìåíüøàòüñÿ), ýòî ïîìîæåò îïðåäåëèòü
íàëè÷èå (è êîëè÷åñòâî) ïîòîìêîâ ó çàäàííîé âåðøèíû. Òàêæå áóäåì èñ-
ïîëüçîâàòü êàê ãëîáàëüíûå ïåðåìåííûå ñàì ìàññèâ a è êîëè÷åñòâî ýëå-
ìåíòîâ â íåì n.
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¾Óòîïèì¿ âåðøèíó:

procedure pushnode ( i : integer );
begin

if 2i ≤ last then (* åñëè i � íå ëèñò. . . *)
begin

(* âûáðàòü èç ïîòîìêîâ i íàèáîëüøèé: *)
j := 2i; (* ýòî ìîæåò áûòü 2i *)
(* íî ýòî ìîæåò áûòü è 2i + 1, åñëè îí åñòü è áîëüøå: *)
if 2i < last then if a[2i + 1] > a[2i] then j := 2i + 1;
if a[j] > a[i] (* ÷òî íåïðàâèëüíî! *)
then begin swap(a[i], a[j]); pushnode(j) end

end
end;

Ïîñòðîèì ïðàâèëüíóþ êó÷ó (ïóñòü âñåãî â íåé n âåðøèí):

procedure pushall;
begin

for i:=n downto 1 do pushnode(i)
end;

Ëåììà 7.2. Â äåðåâå, ïîñòðîåííîì ïðîöåäóðîé pushall, íèêàêîé ïî-
òîìîê íå ïðåâîñõîäèò ðîäèòåëÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî óáûâàíèþ íîìåðà âåðøèíû (îò n
äî 1). Èíà÷å ãîâîðÿ, ïî ïîñòðîåíèþ äåðåâà (äîáàâëåíèþ êîðíÿ ê
äâóì ïîääåðåâüÿì). Íà ïåðâîì æå øàãå íîâàÿ âåðøèíà ñòàíîâèòñÿ
áîëüøå âñåõ ñâîèõ ïîòîìêîâ, íà âòîðîì � åäèíñòâåííàÿ âåðøèíà,
â êîòîðîé ÷òî-òî ìîãëî èñïîðòèòüñÿ, òàêæå ñòàíîâèòñÿ áîëüøå âñåõ
ñâîèõ ïîòîìêîâ, è ò. ä.

Ëåììà 7.3. Ïðîöåäóðà pushall (âìåñòå ñ âûçîâàìè ïðîöåäóðû
pushnode) èñïîëüçóåò O(n log n) îïåðàöèé îáìåíà (swap).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîé èç n âåðøèí âûçûâàåòñÿ ïðîöåäó-
ðà pushnode. Îíà äåëàåò íå áîëåå log n ðåêóðñèâíûõ âûçîâîâ (ïî-
ñêîëüêó òàêîâà âûñîòà äåðåâà), â êàæäîì èç íèõ ïðîèñõîäèò ëèøü
êîíñòàíòíîå ÷èñëî îáðàùåíèé ê ýëåìåíòàì ìàññèâà.
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Óïðàæíåíèå 7.1. Ïîêàçàòü, ÷òî íà ñàìîì äåëå èñïîëüçóåòñÿ ëèøü
O(n) îïåðàöèé (õîòÿ äëÿ äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé íàì ýòî íå áóäåò
âàæíî).

Íàêîíåö, îòñîðòèðóåì ìàññèâ:

procedure heapsort;
begin

last := n;
pushall;
for i:=n downto 1 do
begin

swap(a[1], a[i]); (*a[1] � íàèáîëüøèé èç îñòàâøèõñÿ � â êîíåö!*)

last := i− 1;
pushnode(1); (*âåäü a[1] ¾èñïîðòèëñÿ¿*)

end
end;

Òåîðåìà 7.2. Ïðîöåäóðà heapsort ïðàâèëüíî ñîðòèðóåò ìàññèâ è çà-
òðà÷èâàåò íà ýòî ëèøü O(n log n) îïåðàöèé ñ ýëåìåíòàìè ìàññèâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âðåìÿ ðàáîòû ñêëàäûâàåòñÿ èç âðåìåíè ðàáîòû
pushall (ñì. ëåììó 7.3) è âðåìåíè ðàáîòû ïðîöåäóðû pushnode (â
äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 7.3 ìû óæå âèäåëè, ÷òî ýòî O(log n) îïåðà-
öèé), âûçâàííîé n ðàç.

Êîððåêòíîñòü ïîñòðîåíèÿ êó÷è äîêàçàíà â ëåììå 7.2. Òî, ÷òî íà êàæ-
äîì øàãå ïîñëå îòïðàâêè a[1] â êîíåö êó÷à âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïðà-
âèëüíî, ìîæíî äîêàçàòü àíàëîãè÷íî èíäóêòèâíîìó øàãó â äîêàçà-
òåëüñòâå ëåììû 7.2. Íàêîíåö, áëàãîäàðÿ îñíîâíîìó ñâîéñòâó êó÷è,
íà êàæäîì øàãå ìû äåéñòâèòåëüíî ¾âûòàñêèâàåì¿ èç íåå (îòïðàâ-
ëÿåì â êîíåö ìàññèâà) íàèáîëüøèé èç îñòàâøèõñÿ ýëåìåíòîâ.

Çàìå÷àíèå 7.3. Òåîðåìà 7.2 ñïðàâåäëèâà äëÿ ëþáîãî ìàññèâà a (ñ ëþáû-
ìè çíà÷åíèÿìè). Òàêèì îáðàçîì, ìû îöåíèëè âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà
â íàèõóäøåì ñëó÷àå.

Óïðàæíåíèå 7.2. Òî÷íîå âðåìÿ ðàáîòû çàâèñèò îò òîãî, êàêèå ýëåìåí-
òû ìû ñîðòèðóåì. Êàêîå âðåìÿ çàéìåò ñîðòèðîâêà ìàññèâà öåëûõ ÷èñåë
íà RAM-ìàøèíå ïðè ïîìîùè àëãîðèòìà heapsort?
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Çàìå÷àíèå 7.4. Êó÷à (heap) � îäèí èç âàðèàíòîâ ðåàëèçàöèè î÷åðåäè
ñ ïðèîðèòåòàìè.

ÏÐÎÁÅË Â ÊÎÍÑÏÅÊÒÅ.

7.4 QuickSort

Â ýòîì ðàçäåëå äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ýëåìåíòû â ìàññè-
âå ðàçëè÷íû (àíàëèç äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà èìåþòñÿ îäèíàêîâûå ýëåìåíòû,
ñîâåðøåííî àíàëîãè÷åí).

Àëãîðèòì QuickSort: âîçüìåì êàêîé-íèáóäü (ñêàæåì, ïåðâûé â ìàñ-
ñèâå) ýëåìåíò, ïîñòàâèì åãî íà íóæíîå ìåñòî i (òàê ÷òî âñå ìåíüøèå
åãî ýëåìåíòû íàõîäÿòñÿ ñëåâà, âñå á�îëüøèå � ñïðàâà) è ðåêóðñèâíî îò-
ñîðòèðóåì ïîëó÷åííûå ìàññèâû, ñîñòîÿùèå èç i − 1 è n − i ýëåìåíòîâ
ñîîòâåòñòâåííî.

Òåîðåìà 7.3. Â àëãîðèòìå QuickSort êîëè÷åñòâî îïåðàöèé íàä ýëåìåí-
òàìè ìàññèâà â íàèõóäøåì ñëó÷àå ñîñòàâëÿåò O(n2).

Óïðàæíåíèå 7.3. Äîêàçàòü òåîðåìó 7.3.

Òåîðåìà 7.4. Â àëãîðèòìå QuickSort êîëè÷åñòâî îïåðàöèé íàä ýëåìåí-
òàìè ìàññèâà â íàèõóäøåì ñëó÷àå ñîñòàâëÿåò Ω(n2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå àëãîðèòìà íà óæå îòñîðòèðî-
âàííîì ìàññèâå.

Òåîðåìà 7.5. Â àëãîðèòìå QuickSort êîëè÷åñòâî îïåðàöèé íàä ýëåìåí-
òàìè ìàññèâà â ñðåäíåì ñîñòàâëÿåò O(n log n).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü t(α) îáîçíà÷àåò êîëè÷åñòâî îïåðàöèé, çàòðà÷è-
âàåìîå íà ìàññèâ, èñõîäíîå óïîðÿäî÷åíèå êîòîðîãî çàäàíî ïåðåñòàíîâêîé
α (êàê ëåãêî çàìåòèòü, êîëè÷åñòâî îïåðàöèé çàâèñèò òîëüêî îò ýòîé ïå-
ðåñòàíîâêè, à íå îò êîíêðåòíûõ ýëåìåíòîâ ìàññèâà: (9, 5, 7) è (3, 1, 2) ñîð-
òèðóþòñÿ çà îäíî è òî æå âðåìÿ). Êîëè÷åñòâî îïåðàöèé, çàòðà÷èâàåìûõ
â ñðåäíåì íà ìàññèâû ðàçìåðà n, îáîçíà÷èì ÷åðåç T (n). Ðàçìåð ìàññèâà
(èëè ñîîòâåòñòâóþùåé ïåðåñòàíîâêè) α îáîçíà÷èì ÷åðåç |α|. ×àñòü ïå-
ðåñòàíîâêè α ñî çíà÷åíèÿìè îò j äî k (ïåðåíóìåðîâàííûìè òàê, ÷òîáû
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ïîëó÷èëàñü ïðàâèëüíàÿ ïåðåñòàíîâêà) îáîçíà÷èì ÷åðåç α[j : k].

T (n) =
1

n!

∑
|α|=n

t(α) =

=
1

n!

n∑
i=1

∑
|α|=n, α[1]=i

t(α) ≤

≤ 1

n!

n∑
i=1

∑
|α|=n, α[1]=i

(cn + t(α[1 : i− 1]) + t(α[i + 1 : n])) =

= cn +
1

n!

n∑
i=1

i(i+1) . . . (n−1)
∑

|β|=i−1

t(β)+

+(n−i+1)(n−i+2) . . . (n−1)
∑

|γ|=n−i

t(γ)

 =

= cn +
1

n

n∑
i=1

 1

(i− 1)!

∑
|β|=i−1

t(β) +
1

(n− i)!

∑
|γ|=n−i

t(γ)

 =

= cn +
1

n

n∑
i=1

(T (i− 1) + T (n− i)) =

= cn +
2

n

n−1∑
i=0

T (i). (7.1)

Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî ðåøåíèå ýòîãî ðåêóððåíòíîãî íåðàâåíñòâà
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ T (n) = O(n log n). Ïðåäâàðèòåëüíî óáåäèìñÿ, ÷òî

n−1∑
i=2

i ln i ≤
∫ n

2

x ln x dx ≤ n2 ln n

2
− n2

4

(â ýòîì ìîæíî óáåäèòüñÿ ïðè ïîìîùè èíòåãðàëà � ïî ìîíîòîííîñòè
ôóíêöèè x ln x; èëè, âìåñòî èíòåãðàëà, ïî èíäóêöèè).

Ïóñòü b = max{T (0), T (1)}, k = 2b + 2c. Ïîêàæåì ïî èíäóêöèè, ÷òî
äëÿ âñåõ n ≥ 2 âûïîëíÿåòñÿ T (n) ≤ kn ln n. Áàçà (n = 2) î÷åâèäíà èç



8 Ëåêöèÿ 7. Ñîðòèðîâêà ïðîèçâîëüíûõ äàííûõ è ïîðÿäêîâûå ñòà-
òèñòèêè

(7.1). Äëÿ n ≥ 3 èìååì

T (n) ≤ cn +
2

n

n−1∑
i=0

T (i) ≤ cn +
4b

n
+

2

n

n−1∑
i=2

T (i) ≤

≤ cn +
4b

n
+

2

n

n−1∑
i=2

ki ln i ≤ cn +
4b

n
+

2k

n

(
n2 ln n

2
− n2

4

)
= kn ln n + cn +

4b

n
− (b + c)n ≤ kn ln n.

7.5 Randomized QuickSort

Àëãîðèòì Randomized QuickSort îòëè÷àåòñÿ îò QuickSort òåì, ÷òî íà
êàæäîì øàãå ýëåìåíò âûáèðàåòñÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì. Îöåíèì âðåìÿ
åãî ðàáîòû â íàèõóäøåì ñëó÷àå. Îíî áóäåò çàâèñåòü îò òîãî, êàêèå íàì
äîñòàíóòñÿ ñëó÷àéíûå ÷èñëà.
Òåîðåìà 7.6. Äëÿ ëþáîãî âõîäíîãî ìàññèâà ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäà-
íèå êîëè÷åñòâà îïåðàöèé â àëãîðèòìå Randomized QuickSort íàä ýëåìåí-
òàìè ìàññèâà ñîñòàâëÿåò O(n log n).

Äîêàçàòåëüñòâî.

ÏÐÎÁÅË Â ÊÎÍÑÏÅÊÒÅ.

7.6 Ïîèñê k-ãî ýëåìåíòà çà ëèíåéíîå âðåìÿ â

íàèõóäøåì ñëó÷àå

Äëÿ óäîáñòâà ñäåëàåì òàê, ÷òîáû êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â ìàññèâå äåëè-
ëîñü íà 10 (ïðîñòî ïðîâåðèì ëèøíèå ýëåìåíòû ïî îäíîìó: íàéäåì ìàê-
ñèìàëüíûé; åñëè îí íå k-é � âûêèíåì; ýòî íàäî ïðîäåëàòü íå áîëåå 9
ðàç).

Ðàçîáüåì ìàññèâ íà ïÿòåðêè; âîçüìåì ìåäèàíû (òðåòüè ýëåìåíòû)
ïîëíûõ ïÿòåðîê è âû÷èñëèì èõ ìåäèàíó. Ïîëó÷åííûì ýëåìåíòîì è ðàçî-
áüåì ìàññèâ ¾ïîïîëàì¿ (êàê â ïðåäûäóùåì àëãîðèòìå). Âðåìÿ ðàáîòû
(êîëè÷åñòâî îïåðàöèé íàä ýëåìåíòàìè ìàññèâà) â íàèõóäøåì ñëó÷àå ñî-
ñòàâëÿåò âðåìÿ íà ïîèñê ìåäèàíû + âðåìÿ íà ïîèñê èñêîìîãî ýëåìåíòà
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â îäíîé èç ïîëó÷åííûõ ¾ïîëîâèíîê¿: T (n) ≤ T (n
5
) + T (7n

10
) + cn. Íåòðóä-

íî ïî èíäóêöèè äîêàçàòü, ÷òî T (n) ≤ 10cn. Ìû äîêàçàëè ñëåäóþùóþ
òåîðåìó.
Òåîðåìà 7.7. Ïðèâåäåííûé àëãîðèòì çàòðà÷èâàåò â íàèõóäøåì ñëó÷àå
ëèøü O(n) îïåðàöèé íà ïîèñê k-ãî ýëåìåíòà â ìàññèâå èç n ýëåìåíòîâ.

7.7 Ïîèñê k-ãî ýëåìåíòà àíàëîãè÷íî

Randomized QuickSort

Çàìåòèì, ÷òî ýòîò àëãîðèòì ñîâåðøàåò äîâîëüíî ìíîãî (õîòÿ è ëèíåéíîå
÷èñëî) äåéñòâèé (â ÷àñòíîñòè, ñðàâíåíèé). Ðàññìîòðèì ïîõîæèé àëãî-
ðèòì, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå êîëè÷åñòâà ñðàâíåíèé â êîòîðîì áóäåò
ëèøü 4n.

Èçìåíåíèå çàêëþ÷àåòñÿ ëèøü â òîì, ÷òî ýëåìåíò äëÿ �ðàçäåëåíèÿ�
ìàññèâà íà ïîëîâèíêè âûáåðåì ñëó÷àéíî (êàê â Randomized QuickSort).
Òåîðåìà 7.8. Äëÿ ëþáîãî âõîäíîãî ìàññèâà ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäà-
íèå êîëè÷åñòâà îïåðàöèé â ýòîì àëãîðèòìå íàä ýëåìåíòàìè ìàññèâà
ñîñòàâëÿåò 4n.

Çàäà÷à 7.1. Äîêàçàòü òåîðåìó 7.8.
Çàìå÷àíèå 7.5. Ìîæíî äîáèòüñÿ 2n ñðàâíåíèé (íî ýòî íåïðîñòî).


