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Ëåêöèÿ 9

Êîíå÷íûå àâòîìàòû. Çàäà÷à î

ïîäñòðîêå

9.1 Ôîðìàëüíûå ÿçûêè

Áóäåì íàçûâàòü àëôàâèòîì ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî (íàïðèìåð, {0, 1} �
àëôàâèò). Ñòðîêîé â àëôàâèòå Σ áóäåò íàçûâàòüñÿ êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî
ýëåìåíòîâ (ïóñòîé ñòðîêîé, îáîçíà÷àåìîé ε, áóäåò íàçûâàòüñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç
íóëÿ ýëåìåíòîâ). Äëÿ ñòðîêè α áóäåì îáîçíà÷àòü αi (à èíîãäà � α[i]) åå i-é ñèìâîë,
α[i..j] � åå ïîäñòðîêó ñ i-ãî ïî j-é ñèìâîë âêëþ÷èòåëüíî, à |α|� åå äëèíó (êîëè÷åñòâî
ñèìâîëîâ).

ßçûêîì â àëôàâèòå Σ íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî íåêîòîðûõ ñòðîê â àëôàâèòå Σ.
Íàïðèìåð: {ε, 1, 00, 01}. Èëè: {0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

n

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
n

|n ∈ N}.

9.2 Êîíå÷íûå àâòîìàòû

[Ïîëíîñòüþ îïðåäåëåííûé] äåòåðìèíèðîâàííûé êîíå÷íûé àâòîìàò � óïîðÿäî÷åí-
íàÿ ïÿòåðêà (Q, Σ, qS, F, δ), ãäå
• Q � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé,
• Σ � àëôàâèò,
• qS ∈ Q � ñòàðòîâîå ñîñòîÿíèå,
• F ⊆ Q � ìíîæåñòâî êîíå÷íûõ ñîñòîÿíèé,
• δ : Q× Σ → Q � ôóíêöèÿ ïåðåõîäà.

Àâòîìàòó äàþò ñòðîêó â àëôàâèòå Σ; îí, ïî î÷åðåäè ñ÷èòûâàÿ åå ñèìâîëû, ïåðå-
õîäèò èç îäíîãî ñîñòîÿíèÿ â äðóãîå. Èìåííî, ñ÷èòàâ ñèìâîë a ∈ Σ, îí ïåðåõîäèò
èç òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ q (íà÷èíàåò îí ñ q = qS) â ñîñòîÿíèå δ(q, a). Íà ñëåäóþùåì
øàãå îí áóäåò ñ÷èòûâàòü ñëåäóþùèé ñèìâîë. Åñëè, ñ÷èòàâ âõîäíóþ ñòðîêó ïîëíî-
ñòüþ, îí ïîïàäàåò â îäíî èç êîíå÷íûõ ñîñòîÿíèé, òî ãîâîðÿò, ÷òî àâòîìàò ïðèíèìà-
åò äàííóþ ñòðîêó. Ôîðìàëüíî ãîâîðÿ, àâòîìàò ïðèíèìàåò ñòðîêó s = s1 . . . sk (ãäå
∀i si ∈ Σ), åñëè ñóùåñòâóþò ñîñòîÿíèÿ q1, q2, . . . , qk+1, òàêèå, ÷òî q1 = qS, qk+1 ∈ F è
∀i 6 k qi+1 = δ(qi, si).

Ìíîæåñòâî âñåõ ñòðîê â àëôàâèòå Σ, ïðèíèìàåìûõ äàííûì àâòîìàòîì A, íàçûâà-
åòñÿ ÿçûêîì, ïðèíèìàåìûì (çàäàâàåìûì) ýòèì àâòîìàòîì, è îáîçíà÷àåòñÿ L(A).
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9.3 Çàäà÷à î ïîèñêå ïîäñòðîêè (pattern matching)

Çàäà÷à: äàíû ñòðîêè p (îáðàçåö � pattern) è t (òåêñò � text); |p| = m, |t| = n.
Âîïðîñ: âñòðå÷àåòñÿ ëè ïîäñòðîêà p â ñòðîêå t, òî åñòü ñóùåñòâóåò ëè òàêîå i > 1,
÷òî i + m− 1 6 n è p = titi+1 . . . ti+m−1?

Òðèâèàëüíûé àëãîðèòì ðàáîòàåò O(mn) øàãîâ. Ìû ïîñòðîèì àëãîðèòì, êîòîðî-
ìó äîñòàòî÷íî O(m + n) øàãîâ.

9.3.1 Êîíå÷íûé àâòîìàò äëÿ ïîèñêà çàäàííîãî îáðàçöà

ÏÐÎÁÅË Â ÊÎÍÑÏÅÊÒÅ.
×òîáû ïîñòðîèòü ýòîò àâòîìàò, ê ñîæàëåíèþ, ìû ïîòðàòèì O(m|Σ|) øàãîâ (ñì. íè-
æå), íî ýòî ñòîèò ñäåëàòü, åñëè1 m|Σ| < n, ïîñêîëüêó èñïîëíåíèå êîíå÷íîãî àâòîìàòà
äåëàåòñÿ çà ëèíåéíîå êîëè÷åñòâî øàãîâ ñ ÷ðåçâû÷àéíî íåáîëüøîé êîíñòàíòîé â O(·)
è âåñüìà ýôôåêòèâíîé ðåàëèçàöèåé êàæäîãî øàãà.

9.3.2 Ëèíåéíûé àëãîðèòì

Â àëãîðèòìå íàì ïîíàäîáèòñÿ ¾òàáëèöà îòêàòîâ¿ Π,
Π[q] = max{k | k < q, p[1..k] � ñóôôèêñ p[1..q]}

(åñëè òàêèõ k íåò, Π[q] = 0). (Çàìåòèì, ÷òî p[1..k] � ñóôôèêñ p[1..q], åñëè p[1] . . . p[k] =
p[q−k+1] . . . p[q].) Êàê âû÷èñëèòü ýòó òàáëèöó, ìû óçíàåì ÷óòü ïîçæå.

Îñíîâíîé àëãîðèòì. Ó íàñ áóäåò äâà ¾óêàçàòåëÿ¿ q è i; ïåðâûé óêàçûâàåò íà
òåêóùèé ýëåìåíò îáðàçöà; âòîðîé � òåêñòà.

q := 1;
for i := 1 to n do
begin
(*) while q > 1 and p[q] 6= t[i] do q := Π[q − 1] + 1;

if p[q] = t[i] then q := q + 1;
if q = m + 1 then ¾Íàøëè!¿;

end;
Ïîêàæåì, ÷òî ýòîò àëãîðèòì çàêàí÷èâàåò ñâîþ ðàáîòó çà O(n) øàãîâ. Ñîìíåíèÿ

ìîæåò âûçûâàòü ëèøü ñòðîêà (*), òàê êàê â íåé èìååòñÿ âëîæåííûé öèêë. Îäíàêî,
â íåé óìåíüøàåòñÿ q. Óâåëè÷èòüñÿ æå îíî ìîæåò ëèøü n ðàç (ïî îäíîìó ðàçó äëÿ
êàæäîãî i), ïðè÷åì âñåãî íà åäèíèöó. Ñëåäîâàòåëüíî, è òåëî öèêëà (*) íå ìîæåò
âûïîëíèòüñÿ áîëåå n ðàç çà âñå âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà.

Âû÷èñëåíèå ¾òàáëèöû îòêàòîâ¿ Π. Ó íàñ ñíîâà áóäåò äâà ¾óêàçàòåëÿ¿ k è q;
íà ñåé ðàç îáà óêàçûâàþò íà òåêóùèå ýëåìåíòû îáðàçöà.

1Èëè åñëè ýòîò îáðàçåö ïðèäåòñÿ èñêàòü ìíîãîêðàòíî â ðàçíûõ òåêñòàõ: íàïðèìåð, åñëè â ïðî-

ãðàììå íàïèñàíî ¾íàéäòè ïîäñòðîêó �error� â ñòðîêå next_string¿.
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k := 1;
Π[1] := 0;
for q := 2 to m do
begin

while k > 1 and p[k] 6= p[q] do k := Π[k − 1] + 1;
if p[k] = p[q] then k := k + 1;
Π[q] := k − 1;

end;
Òî, ÷òî òàáëèöà áóäåò âû÷èñëåíà çà O(m) øàãîâ, ïîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî òî-

ìó, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî äëÿ îñíîâíîãî àëãîðèòìà (òîëüêî òåïåðü ìû ñëåäèì çà
¾óêàçàòåëåì¿ k).
Çàìå÷àíèå 9.1. Ýòó òàáëèöó îòêàòîâ, ðàçóìååòñÿ, ìîæíî ïåðåñòðîèòü â óïîìèíàâ-
øèéñÿ âûøå êîíå÷íûé àâòîìàò:

ÏÐÎÁÅË Â ÊÎÍÑÏÅÊÒÅ.

9.4 Êîíå÷íûå àâòîìàòû: ïðîäîëæåíèå

Ðåãóëÿðíûå ÿçûêè � ñèíîíèì äëÿ ÿçûêîâ, ïðèíèìàåìûõ êîíå÷íûìè àâòîìàòàìè
(÷óòü ïîçæå ìû óâèäèì, ïî÷åìó).
Ëåììà 9.1 (ëåììà î ðàçðàñòàíèè äëÿ ðåãóëÿðíûõ ÿçûêîâ (pumping lemma)).
Ïóñòü L � ðåãóëÿðíûé ÿçûê. Òîãäà ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà c, òàêàÿ, ÷òî ëþáóþ
ñòðîêó x ∈ L äëèíû íå ìåíåå c ìîæíî ðàçáèòü íà òðè ÷àñòè x = u · v · w, òàêèå
÷òî 0 < |v| 6 c è ∀i > 0 u · vi · w ∈ L.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì äåòåðìèíèðîâàííûé êîíå÷íûé ïîëíîñòüþ îïðåäåëåí-
íûé àâòîìàò äëÿ ÿçûêà L. Ïóñòü c = |Q|+1. Ïîñìîòðèì, êàê îí ðàáîòàåò íà öåïî÷êå
x: qs → q1 → . . . → qk ∈ F . Íà êàæäîì øàãå ñ÷èòûâàåòñÿ íåêîòîðûé ñèìâîë. Ïî-
ñêîëüêó |x| > c, ìû äîëæíû áûëè ïîáûâàòü â êàêîì-òî ñîñòîÿíèè äâàæäû, è â
íàøåì ïóòè åñòü öèêëû. Âûáåðåì íåñàìîïåðåñåêàþùèéñÿ öèêë; ïóñòü äî ïåðâîãî
ïðîõîæäåíèÿ ïî íåìó ñ÷èòûâàëàñü ñòðîêà u, ïðè ïðîõîæäåíèè ïî íåìó ñ÷èòûâàëàñü
ñòðîêà v (åå äëèíà íå ïðåâîñõîäèò c, ïîñêîëüêó öèêë � íåñàìîïåðåñåêàþùèéñÿ), à
ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ ïî íåìó (â òîì ÷èñëå, åñëè ïî íåìó ïîøëè åùå ðàç) � ñòðîêà w.
Î÷åâèäíî, íàø àâòîìàò ïðèìåò ëþáóþ ñòðîêó âèäà uviw.

Ñ ïîìîùüþ ýòîé ëåììû ìîæíî äîêàçûâàòü, ÷òî êàêîé-íèáóäü ÿçûê íå ÿâëÿåòñÿ
ðåãóëÿðíûì.
Ïðèìåð 9.1. L = {0n1n|n ∈ N ∪ 0} íå ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ðåãóëÿðíûé. Ðàññìîòðèì âàðèàíòû ïîäñòðîêè v èç ëåììû.
1. Â ñòðîêó ïîïàäàþò òîëüêî íóëè ⇒ â uv2w êîëè÷åñòâî 0 óâåëè÷èòñÿ, à êîëè÷å-

ñòâî 1 îñòàíåòñÿ íåèçìåííûì ⇒ ñòðîêà íå áóäåò ïðèíàäëåæàòü L.
2. Â ñòðîêó ïîïàäàþò òîëüêî åäèíèöû � àíàëîãè÷íî.
3. v = 0i1j ⇒ â uv2w ïîñëå 1 áóäåò èäòè 0⇒ ñòðîêà îïÿòü íå áóäåò ïðèíàäëåæàòü

ÿçûêó.
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9.5 Ðåãóëÿðíûå âûðàæåíèÿ

Îïðåäåëèì ðåãóëÿðíûå âûðàæåíèÿ â àëôàâèòå Σ. Îíè áóäóò îïðåäåëÿòüñÿ èíäóê-
òèâíî:
• ∅ � ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå;
• {ε} � ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå;
• {a} � ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå (äëÿ êàæäîãî a ∈ Σ);
• Åñëè A, B � ðåãóëÿðíûå âûðàæåíèÿ, òî A ∪B � òîæå ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå;
• Åñëè A, B � ðåãóëÿðíûå âûðàæåíèÿ, òî A ·B � òîæå ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå;
• Åñëè A � ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå, òî A∗ � òîæå ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå.

Ýòî îïðåäåëåíèå èñ÷åðïûâàåò âñå âîçìîæíûå ðåãóëÿðíûå âûðàæåíèÿ.
Êàæäîå ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå îïðåäåëÿåò íåêîòîðûé ÿçûê. Äëÿ áîëüøèíñòâà

ïóíêòîâ îïðåäåëåíèÿ î÷åâèäíî, êàêîé ÿçûê èìååòñÿ â âèäó; îñòàâøèåñÿ ïóíêòû:
• äëÿ äàííûõ ÿçûêîâ A è B ÿçûê A ·B ñîñòîèò èç ñòðîê âèäà ab, ãäå a ∈ A, b ∈ B
(çíà÷îê îïåðàöèè �òî÷êà� � êîíêàòåíàöèè ñòðîê � ÷àñòî îïóñêàåòñÿ);

• A∗ = {ε} ∪ A ∪ A · A ∪ A · A · A . . . (âñå êîíå÷íûå A · . . . · A).
Íàïðèìåð, ({0} ∪ {11})∗ · {000} îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

íóëåé è ïàð åäèíèö, çàêàí÷èâàþùèõñÿ íà òðè íóëÿ.
Òåîðåìà 9.1. Ìíîæåñòâà ÿçûêîâ, çàäàâàåìûõ
(1) êîíå÷íûìè àâòîìàòàìè,
(2) ðåãóëÿðíûìè âûðàæåíèÿìè
â îäíîì è òîì æå àëôàâèòå Σ, ñîâïàäàþò.

Çàäà÷à 9.1. Äîêàçàòü òåîðåìó 9.1.

9.6 Çàìêíóòîñòü ðåãóëÿðíûõ ÿçûêîâ îòíîñèòåëüíî

íåêîòîðûõ îïåðàöèé è ðàçðåøèìûå ïðîáëåìû,

ñâÿçàííûå ñ ðåãóëÿðíûìè ÿçûêàìè

Ïîëåçíûå ñâîéñòâà.
1. Ìíîæåñòâî âñåõ ðåãóëÿðíûõ ÿçûêîâ â äàííîì àëôàâèòå çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî

îïåðàöèé, êîòîðûå èõ ïîðîæäàþò: ∪, ·, ∗.
2.

Ëåììà 9.2. Ìíîæåñòâî âñåõ ðåãóëÿðíûõ ÿçûêîâ â äàííîì àëôàâèòå çàìêíó-
òî îòíîñèòåëüíî äîïîëíåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì äåòåðìèíèðîâàííûé êîíå÷íûé ïîëíîñòüþ îïðå-
äåëåííûé àâòîìàò, çàäàþùèé ÿçûê L. Ïîìåíÿåì ìåñòàìè åãî êîíå÷íûå ñîñòîÿ-
íèÿ ñ îñòàëüíûìè: F ′ := Q \ F . Ïîëó÷åííûé àâòîìàò çàäàåò ÿçûê L.

3.
Ñëåäñòâèå 9.1. . . . è çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ïåðåñå÷åíèÿ.

Ðàçðåøèìûå ïðîáëåìû.
1. Ïðèíàäëåæíîñòü. Ðàññìîòðèì äåòåðìèíèðîâàííûé êîíå÷íûé ïîëíîñòüþ îïðå-

äåëåííûé àâòîìàò, ïðèíèìàþùèé äàííûé ÿçûê. ×òîáû óçíàòü, ïðèíàäëåæèò ëè
ýòîìó ÿçûêó íåêîòîðàÿ ñòðîêà, çàïóñòèì íàø àâòîìàò íà ýòîé ñòðîêå x. Ïîñëå
|x| ïåðåõîäîâ ìû ïîéìåì, ïðèíàäëåæèò ëè îíà ÿçûêó.
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2. Ïóñòîòà ÿçûêà. ×òîáû ðåøèòü ýòó ïðîáëåìó, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, äîñòèæè-
ìî ëè êàêîå-íèáóäü êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå àâòîìàòà èç íà÷àëüíîãî. Ýòà çàäà÷à,
î÷åâèäíî, àëãîðèòìè÷åñêè ðàçðåøèìà.

3. Ðàâåíñòâî ÿçûêîâ. ×òîáû ïîñòðîèòü àëãîðèòì äëÿ ýòîé çàäà÷è, äîñòàòî÷íî çà-
ìåòèòü, ÷òî

L1 = L2 ⇔ L1 ∩ L2 = ∅ ∧ L2 ∩ L1 = ∅ (èëè: (L1 ∩ L2) ∪ (L2 ∩ L1) = ∅).
4. Âêëþ÷åíèå ÿçûêîâ. ×òîáû ïîñòðîèòü àëãîðèòì äëÿ ýòîé çàäà÷è, äîñòàòî÷íî

çàìåòèòü, ÷òî
L1 ⊆ L2 ⇔ (L1 ∩ L2 = ∅) (èëè: (L1 ∩ L2 = L1)).

9.7 Ïðîñòîé àëãîðèòì äëÿ ïîèñêà ïîäñòðîêè, èñïîëü-

çóþùèé ñëó÷àéíûå ÷èñëà

ÏÐÎÁÅË Â ÊÎÍÑÏÅÊÒÅ.


